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INTRODUCTION

On peut dire que I'état « plasma » constitue leuatgeme état de la matiére ». S'il est moins cogoe
les trois autres (solide, liquide et gaz), c’estqeaqu’il est moins présent qu'eux dans notre emement
immédiat. Pourtant, il faut savoir que la matiéreutre, qui forme la plus grande partie de cet emmirement,
constitue une exception dans l'univers. Dans ls gtande partie de celui-ci, la matiére est consi, soit
totalement, soit partiellement, de particules chégg (électrons et protons en particulier) qui sdires et non
pas liées au sein d’atomes et de molécules neutressont ces gaz de particules chargées qu'onliepdes
"plasmas". Leur principale propriété, qui les digjue des gaz neutres, est qu'ils interagissentaderf étroite
avec le champ électromagnétique, d'une part patee lg mouvement des particules est régi par lesngisa
d'autre part parce que I'ensemble des particulédudsnéme source de champs par la densité de ehatdes
courants que ces mouvements entrainent.

La physique des plasmas se situe donc a l'intécseentre la physique statistique et I'électromagamée.

> Pour les plasmas naturels, elle trouve ses terrdiapplication les plus développés en géophysigterree
(ionosphére / magnétosphére de la Terre et degaytfanetes, cf. aurores boréales), en physiquarsol
et stellaire (cf. couronne, vent solaire, ...) ptastrophysique (cf. jets galactiques...).

» Pour les plasmas de laboratoire, elle joue un rftes important dans les études concernant la fusion

nucléaire, que ce soit par confinement magnétitpiea(maks) ou par confinement inertiel (fusion laser

» Des gaz partiellement ionisés constituent égaleiietat de la matiére qu’on rencontre dans les @&gks

(foudre, tubes & néon...) ou dans les flammes amsidans de nombreuses applications technologiques

(traitement de surface, dép6t, gravure,...).

Le but de ce cours est de donner aux étudiantsqgaslnotions sur les phénomeénes de la physique des

plasmas et leurs traitements théoriques, mais égate d'apporter quelques informations sur les aggions.

Certaines parties du cours sont marquées par wlles sont optionnelles et ne feront pas I'objet de

I'examen.

Les auteurs remercient pour leur aide Francois &maiff, Gérard Belmont, Carine Briand, Andrea Ciardi
Mickael Grech et Tommaso Vinci.






CHAPITRE 1. QU'EST-CE QU'UN PLASMA ?

Un plasma ressemble a premiére vue a un gaz, redatlque les particules de ce
gaz soient ionisées change en fait radicalemenfphgsique qui gouverne la
dynamique de ces particules. D’'une part les paléisichargées ont un mouvement
qui est déterminé par les champs électromagnétjgees’autre part les champs
sont créés par les densités de charge et de codanb ces particules. Ce couplage
sera illustré sur un exemple simple, nommé « asicth de plasma ». On verra sur
cet exemple fondamental comment toute fluctuaoohamp est accompagnée d’'un
mouvement de matiére et réciproquement commenttoutvement de matiére est
accompagné d'une fluctuation de champ.

1. DANS QUELLES CONDITIONS LA MATIERE EST -ELLE A L 'ETAT PLASMA ?

Le terme "plasma" a été introduit pour la premifms par |. Langmuir en 1928 lorsqu'il observait le
comportement du gaz ionisé dans des tubes a décHazg oscillations de I'ensemble des ions obserdaas
ces tubes faisaient penser aux oscillations quepkaut voir dans un milieu gélatineux (plasma \dirg matiere
gélatineuse ou qui peut étre modelé en grec). asnph apparait alors comme un "quatrieme" état deatere,
un milieu gazeux et ionisé ou la dynamique desiquaes est dominé par les forces électromagnétiqles
autres forces présentes comme la gravité, sonesbmégligeables dans ce genre de systéeme.

Le développement de la physique des plasmas aleatla suite des ces premiéres découvertes,anas
a partir des recherches sur les radiocommunicatidés 1901, G. Marconi avait observé la réflexies dndes
sur ce qu'il pensait étre I'atmosphére mais qiti @tafait I'ionosphére. L'idée que notre atmosplest ionisée a
partir d'une certaine altitude a été émise par égpl en 1925, il a lancé ainsi I'étude des plasraagels qui est
devenue progressivement celle des plasmas astigpbgsEn laboratoire, les études se sont poussuai-dela
des décharges, en particulier avec les recheraheles faisceaux d'électrons comme sources de nayoent
cohérent (klystrons), mais elles sont passéesstagie beaucoup plus intensif avec le début degrelubs sur la
fusion nucléaire contrélée, vers 1955. Plus récemimes travaux ont été entrepris pour étudierdesactions
entre plasma et surfaces, pour aboutir a desrtraitts de surfaces en mécanique ou en micro-élépti®grace
aux plasmas. On a aussi montré que les plasmas paédaser peuvent se comporter comme des sodeces
particules rapides ou de rayonnement, c'est-a-ctimme des accélérateurs en miniature, qui prégeaten
alternative aux accélérateurs traditionnels. Lebeeches sur les plasmas sont donc trés activesl@aa dans
les domaines de l'astrophysique, de la fusion gseagplications industrielles.

Dans les conditions de température et de pressiemqgus appelons normales parce que ce sont dalhss
lesquelles nous vivons, les atomes se trouvent fu®e neutre, atomique ou moléculaire. Dans I¢eréeg
I'Univers pourtant, ce "quatrieme" état de la nratiést |'état normal. Pour créer un plasma a pddin gaz
neutre, il faut fournir de I'énergie pour arracherou plusieurs électrons a chaque atome. Il fantdju'une
énergie suffisante soit fournie aux atomes pouisgsbient partiellement, ou méme totalement, ésiCette
énergie peut étre fournie de plusieurs fagons.

a) Les décharges électriques

Comme l'a montré I. Langmuir le premier, en réalisane décharge électrique dans un gaz on l'ionise
partiellement et on crée un plasma. Ces plasmdgsoe présents dans notre entourage familier dimsidans
les enseignes au néon que dans les éclairs d’orages

b) Le chauffage

Dans la nature, I'effet qui permet l'ionisation te8s souvent simplement la température. Pour sareble
d'atomes maintenus en équilibre thermodynamiqua! loar les collisions, lorsque I'énergie cinétigueyenne
des atomes (de l'ordre #&) devient de I'ordre de I'énergie d'ionisation 'deome =eV), la fraction d'atomes
ionisés devient significative. Les énergies d'iatim étant élevées, il faut des températures égepédur avoir
ionisation totale. Dans la couronne solaire, pangXe, on observe par la spectroscopie des atomdsed
ionisés 12 fois, or cet état est la variété depfédominante si la température est de I'ordre G&K1®n déduit
donc de cette observation a la fois un ordre dedgnar de la température de la couronne solaireaet |
confirmation du fait que le milieu y est bien const de plasma.
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Figure 1. Exemple de plasma visible a l'intérieerld lampe. (OSRAM Sylvania)

Remarque : souvent en physique de plasma on indégigmpérature par I'énergie qui lui est assoaée,
eV, le facteur de conversion est 1 eV = 1160510 K.

c) L'absorption de rayonnement

Une troisieme maniére d’ioniser les atomes pewt Babsorption de rayonnement. L'absorption d'un
photon par un atome peut produire un ion et untrelecSi la recombinaison est suffisamment lenteplasma
se forme. Un exemple de plasma créé de cette fag@msse température est celui de I'ionosphére Terta ou
des planetes qui ont une atmosphére. Le rayonnemtesmiviolet solaire est absorbé par les hautexloes de
I'atmosphére et ionise les atomes et moléculedagoonstituent. L'ionosphére terrestre présentenaimum
de densité vers 300 km. Il est plus fort le joarstjue I'atmosphére est éclairée par le Soleil lgumit.
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Figure 2. Profils de densité et de température dansosphére terrestre.

d) Les différents types de plasmas

L'état plasma regroupe donc des milieux trés diffés. A I'état naturel, les plasmas sont préseattopt
dans l'univers y compris a moins d’'une centainekidiemétres au-dessus de nos tétes. L'ionosphérairest
exemple de plasma partiellement ionisé, atomesoédaules neutres cohabitent avec les électroresabhs et
donnent lieu a un grand nombre de réactions chiesigBlus haut la température est plus élevéeogidation
est totale. Il en est de méme dans beaucoup degdaastrophysiques.



A I'état artificiel, il y a aussi une grande gamue parametres accessibles, suivant que I'on caeslde
plasmas des flammes ou des décharges, ou les glagnfasion, plasmas portés a des températureslénéses
pour que la fusion s’y produise.

On fera aussi la distinction entre plasmas magigtsu non magnétisés. Une facon efficace dans le
laboratoire de confiner un plasma est d'introduirechamp magnétique externe, les particules restens
proches des lignes de champ magnétique dans laweament de giration (voir chapitre 2) et ne s'égleap pas
du dispositif de confinement. On dira alors queplesma est magnétisé. Dans la nature aussi onetrdes
plasmas magnétisés, soit par le champ magnétigoeiésa une étoile ou une planéte ou au milieustabaire,
soit par un champ magnétique auto-généré par &smals. En I'absence de ce champ, on parlera dmadas
non-magnétisés.
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/ Vi /
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Figure 3. Ordre de grandeur des températures etddgsités de quelques plasmas. Les échelles lbgagties
montrent I'étendue des gammes de parametres gumeréocontre dans la nature et dans les plasmas de
laboratoire. Les droites en trait gras représentégd plasmas pour lesquels la distance interpalgica d est
égale a la longueur de Landayi (bleu), a la longueur de Debyk, (jaune) ou a la longueur d’onde de Broglie
Ags (rouge). Les droites vertes représentent la vathulibre parcours moyen des électrovisir au paragraphe
suivant la discussion de ces droites.

Comme on a vu, pour créer un plasma il faut foutleii’énergie au systéme pour ioniser les parts;ue
le maintenir ionisé. Donc en général on pense plaema comme un milieu chaud, totalement ionisé, et
globalement neutre. Cependant certains des plasmagtionnés dans cette section ne sont pas comgeatem
ionisés et les électrons sont les seuls a avouis@ssez d'énergie pour un comportement type @laBrans ce
genre de plasma que I'on qualifie de plasma « fedigls espéces neutres et les ions peuvent daenea ldes
réactions chimiques classiques. On remarque aussingéme pour les plasmas chauds, on a parfois des
phénomenes ou les effets de température sontgeégles. Dans ce cas il arrive que on dise quéatena est
froid (ou se comporte comme un milieu froid) mésnka température est de I'ordre de 100000 K! Darsuiite,
on précisera quand c’est nécessaire les hypoth@sesus permettent de négliger les effets de teatpe.

La figure 3 regroupe les ordres de grandeur caisatitgies de quelques plasmas afin de fixer lessdsir

ce que peut étre un « plasma ». A titre de comgpamaon peut se rappeler que I'atmosphére dansllaqais
vivons a une densité (de neutres) d’environ 3 10° pour une température de 273 K. Ce sont donc des
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conditions qui peuvent étre radicalement différemte celles qui nous sont familiéres que nous slttEtouvrir
en explorant les plasmas.

2. LESEFFETS QUI DOMINENT LA PHYSIQUE

Dans un gaz neutre, ce sont les collisions qusségit la dynamique globale du fluide. Dans les itiomnd
habituelles de température et de pression (cellésnggualifie de "normales"), ces collisions soeliément
nombreuses qu’on ne s'écarte pratiquement pagdailibre. Ce sont aussi ces collisions qui asgudifusion
et transport lorsque le systéme est hors d'éqgeilibes collisions dont on parle dans ce cas somtcdiisions
entre particules neutres, elles sont donc régiesigmforces a courte portée qu’'on peut modéleas faire une
approximation trop lourde par le modéle qu’on algpeldes boules de billard ».

Dans un plasma totalement ionisé, les interactiamg interviennent entre particules sont
électromagnétiques et donc fondamentalement diffése A la différence des interactions entre palei
neutres, ces interactions sont a longue portéehdenp créé par une charge ne décroissant quiénUre
particule donnée peut étre sensible a un voisipreche (« interaction binaire proche »), mais e#it sensible
aussi a toutes les autres via les champs électriétigges qu’elles créent. Les interactions longoeée
peuvent contribuer aux champs aléatoires (« intierec binaires lointaines») et une contributionyermne non
nulle. On parle dinteraction « collective » lorequdans une région donnée, une particule est seumis
principalement au champ moyeréé par toutes les autres.

Dans le cas d’'un plasma partiellement ionisé, quesme traiterons pas ici, les deux types d’'inteyas (a
courte portée et électromagnétique) intervienndatfais dans la physique du milieu. Les électrondes ions
peuvent subir des collisions avec les particulegres ou avec d’autres particules chargées.

Pour comprendre limportance respective des colisi proches et du champ collectif, il est utile
d’introduire une grandeur caractéristique du pladmbngueur d’écrantage.

a) Le phénomene d’'écrantage

Une longueur trés importante caractéristique dessnpas, est la longueur de Debye ou longueur
d’écrantage. Cette longueur caractérise la tenddocplasma a maintenir, a I'équilibre, un état éeitralité
globale. On peu comprendre sa signification aveexample. Si on considére une particule de chargsaiée,

son potentiel électrostatique est donnélpar —

Amegr

La méme particule dans un plasma aura tendantgéreér ées particules de signe opposé et éloigasr |
particules du méme signe, jusqu’a un équilibreeombuvement thermique des particules compenseda tu
champ électrique. Le résultat est que le potedédh particule chargée dans le plasma est dgrarée

q =T/
V = AD
4mte,r ¢

Dans un plasma, a cause du fait que la masse efgsoéls est beaucoup plus petite que la mass®dgs i
la mobilité des électrons est plus importante, repeut considérer que I'écrantage est essentiatiedie aux
électrons, méme si en réalité les ions y partidigerssi. On définit donc une longueur de Debyet&lamjue

€okpT
ADe = 2
ne

reproduit dans la figure 4 ou on montre I'effetldgerantage par un plasma autour de fils condustehargés.
Au centre de la figure il y les fils conducteurstaur desquels on a une gaine de lar@gur

qui est I'échelle d’écrantage de référence danpldesma. Un autre exemple d’écrantage est

Sur une échelle plus petite ou du méme ordre qilentgueur de Debye on voit bien une accumulation de
charge, mais a une distance plus grande le plasinaeetre : I'effet d’une charge isolée a une moiiditée
dans un plasma.
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ANODE
FIEAMENT

FIGURE 1
Positive ion sheaths around grid wires in a thermionic tube
containing gas.

Figure 4. Ecrantage de Debye autour des fils cotalurs.Les limites da la gaine sont montré
explicitement, autour il y a un plasma globalemasttre.(Langmuir 192¢

b) Interactions binaires ou forces collective:

Pour décrire le rble des cdaiions, entre particules neutres ou chargées, lisedar notion de libre parcou
moyen entre deux collisions. Le libre parcours nmogst la distance en dessous de laquelle la toijeast soi
une ligne droite, soit une courbe déterminée emtieén par le seul champ collectif. On le calcule par
approche statistique sur toutes les collisionsipless Dans un gaz neutre on comprend de maniéuiive sa
signification: la trajectoire d'une particule est une ligne &eislont les trongons onne taille moyenne qu'o
appelle libre parcours moyen. Dans un plasma, dud la présence d'interactions avec des partik
lointaines, typiquement par la force de Coulomb @st une force a longue portée, la trajectoire
complétement différente.a_figure 5 représente schématiquement ce que peutuBe telle trajectoi : les
particules peuvent s’approcher les unes des amaeselles ne se rencontrent jamais vraiment. Rareontexte
le libre parcours moyen est plutdt la distance @ut ble aquelle la trajectoire a été significativement ééwsous
I'effet d’'un grand nombre d’interactions binail

Figure 5. Allure de la trajectoire d'un électronya’un ion) dans un plasma. Les distan
caractéristiques sont représentéd®st le libreparcours moyen, d la distance moyenne entre paeticy, la
longueur de Landau d’une particule.

Parmi ces collisions interviennent a la fois leBigions binaires proches et lointaines. En fatpbids de
ces dernieres est beaucoup plus importa les collisions binaires proches sont trés improémbPou
caractérisef’interaction binaire proch, on peut calculer la longueur de Landau. Cett¢éadce est celle
laquelle il faut que deux particules s’approcheatipavoir une énergie d'interacn égale a leur énerg
cinétigue moyennegT, oukg est la constante de Boltzm: et T la température. Si on considére un électro

2

e . . .
longueur de Landau vayt= TERT c’est en quelque sorte la dimension de la fule du point de vue de
TEKp
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linteraction électrostatique. Cela nous permetéfnir une section efficace = Try” et le libre parcours moyen

2 2
pour linteraction prochle= 1 =M
no ne

densité est élevée plus le libre parcours moyepedg et les collisions importantes. Des tempérs élevées
correspondent par contre a des libres parcours msayends, et donc a peu de collisions.

, oun est la densité des particules dans le systems.|®lu

Un calcuf plus précis du libre parcours moyen et qui tiemhpte aussiles interactions lointainesst basé
sur la diffusion de Rutherford qui permet de cacua déviation d’'une particule chargée par uneeapbur la
force de Coulomb. A cause du phénomene de I'éggantependant on peut limiter I'interaction lointia des
distance de I'ordre de la longueur de Debye (oigtygmenti, >>rg). Avec cette hypothése le calcul du libre
ATEH(KT)?

parcours moyen pour les collisions proches et ddiets donme:W
netln

, ou fx (dit logarithme de

Coulomb) est un paramétre qui tient compte desdaotions lointaines et de I'écrantagd (U n/13D) et varie
suivant les différents types de plasmas (de 5 @r8@ron). Si on compare ce résultat avec le cadeulibre
parcours moyen basé seulement sur les interacpomshes dans le paragraphe précédent, on voit egie |
résultats de la longue portée de la force de Cdulest de réduire le libre parcours moyen d'un facte
4rinA (facteur qui vaut de 50 a 3P0

Les droites tracées en trait fin sur la figure it les valeurs typiques du libre parcours-mogen
fonction des caractéristiques du plasma. On cansfaé, pour la plupart des plasmas astrophysidest, de
'ordre de grandeur de la taille des régions cadrgids. Les collisions sont donc trés souvent cdspkent
négligeables.

Dans un plasma de densité la distance moyenne entre particule est de I'ordre d€">. On peut
comparer les deux distanceéstr, en fonction de la densité et de la températuredrioite bleue tracée sur la
figure 3 est obtenue podr=r,. On constate que presque tous les plasmas satsitgauche de la droite, < d)
et sont donc si dilués que la probabilité d’unecoerre binaire proche est totalement négligeabémse cas
opposé on parlera de plasmas fortement corréléss de cas on peut montrer que I'énergie potemtiell
d'interaction entre particules est plus grande d¢jéeergie cinétigue moyenne, et il faut considénem
seulement les interactions binaires, mais aussntesactions entre plusieurs particules, on nitetra pas dans
ce cours le cas des plasmas fortement corrélés.

Pour la plupart des plasmas on a I'inégalité sua/ay< d < Ap.. Cette inégalité nous permet de définir les
plasmas classiques, c’est-a-dire les plasmas plidroméne d’écrantage est efficace : il s’agitpl@smas pour
lesquels on a un grand nombre de particules damspimére de rayon égal & la longueur de Debyg.(>> 1
oud << Ape). Cela permet d'introduire un parametre, dit leapaetre plasma

3
g= 1 _4m0_(iJ D(r_ojw
n/lsDe /]De /]De d
Pour les plasmas classiques, pas trop densessest alauds, ce parametre est pgtt< 1. La droite

Ape = d est reproduite sur la figure 3, il s’agit dedroite jaune. On voit que la plupart des plassaat a gauche
de cette ligne et rentrent donc dans la catégasepthsmas classiques.

Pour ces plasmas le mouvement collectif des p&Bathargées domine, et on pourra négliger owetrd
facon perturbative l'effet des collisions entre tjgares, et le microchamp coulombien associé a whaq
particule. En pratique le plasma se comporte alorsme un fluide chargé avec un mouvement d’ensedwle
particules qui peuvent créer un champ macroscopique

L pour le calcul détaillé, voir, par exemple, Delgrei Bers, tome 1, chapitre 3.
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Si on est dans la situation opposée, c'est-a-glire> 1, on retrouvera la situation ou les plasmag so
fortement corrélés : en effet on peut montrer éméntg >> 1 implique ro >> d qui n'est pas traité dans ce
cours.

c) Role des effets quantiques

Les électrons du plasma sont des fermions et dngs& s'ils se retrouvent trop proches, les effets
guantiques vont intervenir. On peut caractériserettets par I'énergie de Fermi

h2(3n2n)2/3
€ =———>——
F 8m?m,
La comparaison entre énergie thermique et énergi€aimi est équivalente a la comparaison entre la
distanced entre particules et la longueur d’onde de De Beogklle aboutit au tracé de la ligne rouge sur la
figure 3. On rappelle que la longueur d’onde deBdeglie pour une particule avec vitesse égale vtiEsse

thermique est définie pay; = h/./kgTm,. On constate que pour la plupart des plasmaguéhg de la ligne,
I'énergie thermique est de plusieurs ordres dedguansupérieure a I'énergie de Fermi. Le pointrgpiésente

un métal typique est lui bien au-dessous de cetitted ce qui correspond au fait bien connu queeliésts
guantiques sont fondamentaux pour comprendre lepotement métallique. Les plasmas de l'intérieur de
certaines étoiles peuvent étre aussi sensibleefiets quantiques, on les appelle alors dégénbisése seront
pas étudiés dans le cadre de ce cours.

La conclusion qu'on peut tirer de cette étude mpist que les effets qui régissent la physiquetdesnas
sont, en général, fondamentalement différents dex cpii régissent les gaz. Les interactions binagest
souvent négligeables et seuls interviennent dadydamique les effets collectifs : ce sont donc guixseront
étudiés essentiellement dans la suite de ce cours.

3. LE SYSTEME COUPLE CHAMPS / PARTICULES : CAS GENERAL

Dans un plasma, les variations du champ électroétagre et les mouvements des particules chargégs so
couplés. De fagon générale:

- Si on connait les chamjiset B, on connait les forces électromagnétiques s'emerta les particules et
comment ces forces influencent les trajectoires.

- Si on connait la position et la vitesse de tolgssparticules du plasma, électrons et ions, an pa
déduire la densité de chargeet le couranf qui sont les termes sources, dans les équatiohdadevell, des
champsE etB.

Ce systéme couplé et auto-consistant est a ladmseute la physique des plasmas. C'est lui quigfze
cette science se situe a l'intersection entrecti@magnétisme (Maxwell) et la mécanique statigtiomment
passer des informations sur les trajectoires iddirlies aux informations macroscopiques que paatf). Il est
schématisé sur la figure 6.

Il est important de noter que les chanipst B sont les champs ditscellectifs », c’est a dire moyennés
d’une fagon ou d’'une autre (ceci sera précisé tobkapitre 3). A ces champs collectifs s’ajoutdasty dans le
champ instantané mesuré en un point, un « brugt fudtuations trés rapides qui est d0 au caragariéculaire
du plasma : on comprend bien que le champ en umt gieivient brievement trés grand chaque fois qu’une
particule passe trés pres de ce point. Mais I'eféete bruit particulaire ne se fait logiquemenmtisejue lorsque
deux particules sont effectivement amenées a pagsepres I'une de I'autre et on verra qu’on péatlure
comme un terme séparé de « forces de collisiormns Béquation du mouvement des particules. Qetipriété
est fondamentalement différente de ce qui se pdese les gaz ou la dynamique des particules etlsps
électromagnétiques sont découplés.

13



Equations du
mouvement

— F=¢g(E+v XB)

) 4

mécanique  §

Forces de collisions

|—4—Farﬁenies

(positions et

EB

" ias y statistique
electmmagnetlsme

Y

Equations de
Maxwell

Figure 6. Couplage entre les mouvements des p#etiet les variations du champ électromagnétiquesda
un plasma

4. UNCAS PARTICULIER : L'OSCILLATION DE PLASMA
a) Position du probleme

On considere un plasma homogéne composé d'ionglettdons tous immobiles (donc chaque espéce a
une vitesse moyenne nulle et une température naiéemémes densités numériqugs n; = ny (donc pas de

densité de charge), et en l'absence de champddtenétique. Sans perturbation extérieure, ce ragsteste
évidemment stationnaire.

Au tempst =0, on perturbe une tranche de ce systéme enrgoem un peu les électrons dans une
directionx (voir Figure 7). On part donc d'une situation alii oun, = ng + n4(X) et pour laquelle la densité de

charge locale n'est plus nullp=e(n - n) =-en # 0.

Comment le milieu va-t-il réagir a cette perturbatde la densité électronique ? La perturbation-pbel
se propager comme peut le faire une variation eeitfedans un gaz neutre collisionnel (onde sor®i®)oui,
avec quelle vitesse caractéristique ? Ou bieneltetse déformer, s'amortir, osciller sur plac®, Ce sont les
questions auxquelles nous allons chercher a répof&rivons pour cela les équations d'évolutiorésolvons-
les.

b) Champ créé par les charges

La densité de charge peut étre posée égalenasi on suppose que la densité numérique des iats re
constante. Cette hypothése pourra se justiigrosteriori car I'évolution que I'on va trouver se fait sureun
échelle de temps fixée par les électrons qui dlst geie les ions n'ont quasiment pas le temps dgydro(les
protons sont 2000 fois plus lourds que les élestrtas autres ions sont encore plus lourds).

Le champ électrique créé par cette densité non nulle de charge esedaelonx et il se calcule par
l'équation de Maxwell-Gauss:

9, (E,)=-en/g (1)
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(en notantd , l'opérateur de dérivation partielle nagport & : d  (A) = dA/dx ).

Remarque il n'y a pas de champ magnétique associé !

Figure 7 : Perturbation initiale de la densité émmique

c) Déplacement des charges di au champ

Les électrons se déplacent sous l'effet du chasewgtrigjue. La loi fondamentale de la dynamique ajpdle
a chaque électron s'écrit donc :

M (Vex) = —€E; (@)

Le déplacement des électrons se fait évidemmentélgens les plus denses vers les régions les moins
denses. Pour calculer l'effet de ces mouvemenisidetls sur I'évolution de la densité (et donc dleu le
systeme), il faut en général faire un calcul digi®. Ici, ce travail est réduit a sa plus simplpression :
puisque les électrons ont été supposés froidsléilsarrent tous avec la méme vitesse initiglg= 0 et tous

ceux qui sont originaires du méme poinguivent donc la méme trajectoire et voient le m&memp en méme
temps. Les vitesses individuelles des électronsrex donné sont donc toutes égales entre elles ettgde
vitesse macroscopique en ce point :

Vex= < Vex > = Uex

On peut donc écrire une équation pour la variaidesse fluide
Mg (Ug,) = €k, (b)

La variation de densité découlant de ces mouvensenti®duit de I'équation de conservation du nombére
particules ou « équation de continuité » (qui sEEnmontrée au chapitre 4):

at(ne) +0 x(né'lex) =0 (C)
Si on considére des petites perturbations, c’efitedguen; << ny on peut linéariser cette équation et écrire:
at (nl) + noa x(uex) + ax(r!l.uex) = at (nl) + I"|Oa x(uex) =0 (d)

ol on a utilisé le fait quey est constant, et négligé le terme produit de dexditgs perturbations car trés petit
par rapport aux autres termes. Le résultat est,dancombinant (b) et (d) :

2(n) =229, (E,)
t Me )

d) Résolution du systéme couplé

L'ensemble des deux équations (1) et (2) formeysteme em; etE,. Si on résout par exemple ap on
obtient :
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(o]

me,

e~ o0

(02 + ne)(My) =0 aveaw?, = n

On reconnait I'équation d'un oscillateur dont latsmn générale est :

, +i pet

Ot =y (Y + (e

La fréquence caractéristique,. est appeléé&réquence plasmalectroniqué Dans chaque tranche gnla
perturbation de densité électronique oscille darsss'amortir (dans le cadre des approximatiotssiaa cette
fréquence uniquey. Les phases d'oscillation sont indépendantes dttareche & sa voisine et sont fixées par
les conditions initiales. Si on fixe par exempleupno; une variation spatiale initiale de forme sinust@#det
caractérisée par un nombre d’oriden obtiendra en général la superposition de dawsoides se propageant
I'une vers la droite, I'autre vers la gauche. L'ditopgle respective de ces deux sinusoides est fiaé@ine autre
condition initiale, par exemple la dérivégn;) ou la valeur du champ électrique. Si les deux |langes se
trouvent égales, on n'observe pas de propagatios ume onde stationnaire ; c’est ce qu’on obtienpartant
d’une condition initiale immobile (toutes les tréwes oscillent alors en phase).

On vient de voir que la frequence d'oscillatiarF «,. de chaque tranche est indépendante de la forme
choisie pour la variation spatiale ; pour une vaTaspatiale sinusoidale, elle est donc a fortrmépendante du
nombre d'onde. En utilisant le vocabulaire des sndpii est trés utile pour caractériser les progsiél’un
milieu, ceci signifie que leelation de dispersioru(k) prend ici la forme remarquablement simple illustsér la
Figure 8.

On appelle parfois ende de Langmuir» I'onde ainsi trouvée. La pente nulle de la fetatle dispersion
da./0k =0 montre l'absence de propagation de I'énergiegse de groupe nujlePar contre, on voit que la
vitesse de phase/k = iJk dépend de& et peut prendre toutes les valeurs entre zértinéhil On notera la
différence entre le résultat ci-dessus et celwrmobtient lorsqu'on calcule I'évolution d'une a&tdn de densité
dans un gaz neutre et chaud (onde sonore). Ombla@s ce cas une relation de dispersion linéakrekcs. La
fréquence d'oscillation dépend alors de la formatiale, et donc : vitesse de groupe =vitesse de
phase = constante. (Chaque tranche de fluide astitation qui dépend de l'oscillation des trargchieisines
qui lui passent l'information avec un Iéger retard)

On vient de montrer qu'il peut exister, dans usipia, des endes électrostatiques, c'est a dire des ondes
pour lesquelles le champ électrique n'a que uneposante longitudinale (parallélekac’est-a-dire parallele a
la directionx des gradients ou de propagation de I'onde). Ofifguees phénoménes d’« électrostatiques » car
la composante longitudinale du champ est due &ansité de charge qui n'implique pas de champ nayreé
de maniére bien différente des ondes électromagreihabituelles dans le vide avec une polarisétextrique
purement transversale.

-
k

Figure 8. Relation de dispersiaifk) de l'oscillation de plasma

2, Remarque bien quew,e soit une pulsation (rad/s) et qu’on note la fréqeeparf,. = w,. /277 il est d’'usage de parler
dans les deux cas de fréquence, méme si strictggadant on devrait faire la différence entre fréice et pulsation.
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5. LAFREQUENCE PLASMA
a) 7= : temps caractéristique de réponse des électrons

C'est le premier temps caractéristique d'un plagu®l'on rencontre. (Ce n'est pas le seul, on erave
d'autres qui sont associés a d'autres phénomédes). le temps de réponse des électrons aux écarns
neutralité : dans un plasma froid, (i.e. ou on néglige Idstefde température) on vient de voir qu'un exaes d

charge ne peut pas exister de fagon stationnair@rstemps supérieur ou égalagel: sous l'effet du champ
électrostatique qui joue le role de force de rappslélectrons se précipitent pour boucher lasstem un temps
de l'ordre dea (ensuite, emportés par I'élan, ils dépassent $étipo d'équilibre et tout recommence dans l'autre
sens ; c'est le méme principe qu'un ressort quilesc

Par ailleurs, la fréquence plasma apparait égalecoamme |'une des fréquences privilégiées ol pdisen
produire les échanges d'énergie entre le champ@tezgnétique et I'énergie thermique des particli#s joue
un réle particulier pour I'amplification ou I'abgafon d'ondes (cf. instabilité de faisceau, phénoendle
coupure des ondes radio par l'ionospheére, chauffaggasma en fusion inertielle,...).

Remarque: en plasma froid et non magnétisé, seul le tengractéristiquer = cq)e'l apparait. Plus
généralement, il est clair qu'il apparait bien tfesi phénomeénes que les oscillations de plasmatdates les
situations de la physique des plasmas moins id&sigjue celle qui vient d'étre étudiée (avec eftids
température, en présence de courants et champ titagnévec mouvement des ions, situations norailias,
géométrie 3-D, etc...), qui font que dans les pssthy a un véritable ‘zoo’ d’'ondes possibles laiMil reste
vrai que, dans tous les cas, cette fréquence @®ées comportements : pour tous les phénoméermedeisant
a des fréquences plus basses<€ «e), les électrons peuvent étre considérés commeirimdint rapides,
assurant une quasi-neutralité du plasma et annetagtande partie le champ électrostatique (sau®ahelles
spatiales plus petites guig si le plasma est chaud), alors qu'a partir dee de¢juence = «d), l'inertie des
électrons doit étre prise en compte et tous lesignhénes font intervenir les écarts a la neutralitie champ
électrostatique.

b) Quelques fréquences plasma caractéristiques

2

On a vu que, par définitiorwie =n . Numériquement, émirence correspondarifg= e /211 vaut

o

mJ,

e~ o0

fpe=9\/a (foe €N HZ,n, €n ).

Voici quelques exemples d’'ordres de grandeur (fgdeur d’'ondeld, des ondes dans le vide pour des
ondes électromagnétiques awee . est donnée pour référence, mais attention ce p&ssta longueur d’onde
de I'onde dans le plasma

densité (3 fréauence nlasma A.=c/f.)
Lobes de la maanétosph ¢ 900 Hz(A.= 300 km'
Vent solair 51¢° 20 kHz (A= 15 km
Max ionosphér (250 km 5 10™ 6 MHz (A=50m
Couronne solail 10 90 MHz A.=3m
Atmosphére de puls 108 9QGHz A.=3cm
Tube & décharae (né« 108 iderr
Plasma de fusion (tokam: 10 31" Hz (IR
Plasma créé par las 10 3 1(MHz (Visible'
Electrons dans un mé 10% 31("™Hz (UW)
Intérieur du Sole 10* 91C(*Hz (UV)
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6. EFFETS DE LA TEMPERATURE

Quand on supprime une ou plusieurs des hypothésgsificatrices utilisées dans le traitement ci-sles
on trouve d'une part que les propriétés de I'asttilh de plasma sont modifiées par rapport auxltaisu
précédents et d'autre part qu'il existe un grandnim@ d'autres modes propres du plasma (c'est-a-dire
fréquences naturelles d’excitation associés auxvemux phénoménes pris en compte). Dans ce chapitre
introductif, nous évoquerons seulement le phénonden@rise en compte dadjitation thermiqueales particules.
Le calcul détaillé de la modification de I'oscilat plasma et la possibilité d’exciter d’autres esidlans le
plasma sera fait au chapitre 4.

a) La fonction de distribution des vitesses

Si le gaz d'électrons n'est pas "froid", cela digrjue les vitesses initialas, des différentes particules ne
sont pas nulles. Considérant que le nombre d'élestest assez grand pour que l'on puisse utiliséraitement
statistique (c'est une hypothése toujours vérgigéeratique), on peut caractériser alors le gdealféns par sa
"fonction de distribution”. On appelle ainsidéstribution de probabilitées vitesses de I'ensemble des électrons;
on peut bien sir la définir pour n'importe quekamst (pas forcément l'instant initial= 0) et n'importe quelle
positionx donnés. La représentation graphique de cet hestoge des vitesses donne l'allure de la fonction de
distribution, un exemple est donné dans la figure 9

f
A

-
w

Figure 9. Fonction de distribution des vitesses

Une fonction d’équilibre bien connue et qu’on ws#lipour décrire les gaz neutres, est la fonction de
distribution gaussienne, que I'on appelle dansargexte « maxwellienne »par référence a la distribution de
Maxwell-Boltzmann, bien connue en physique stafisti Pour les plasmas classiques on considéreganpldu
temps que les particules suivent une distributi@xwellienne. Cependant si les collisions sont géglbles la
fonction de distribution du plasma peut dans cestaas s'écarter significativement de la maxwetieen

Une fois qu’on a identifié la fonction de distribant des particules, il est utile de savoir déduas
grandeurs macroscopiques usuelles (densité, vifiesde, pression, ...). Ces grandeurs constituamsens des
distributions de probabilité, les « moments » ddolection de distribution. lls permettent de sayaie facon
guantitative mais sans connaitre tous les déteila donction, si cette distribution est centrémaude zéro ou
autour d'une vitesse moyenne non nulle, si ellelaage ou étroite, etc... Voici les définitions da®miers
moments ; leurs expressions sont ici simplifiée@cgrau contexte monodimensionnel dans lequel nous
travaillons dans cette introduction. Les définisovectorielles (et tensorielles) complétes seramindes au
chapitre 4.
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- densiténumérique n= J f(v)dv

- vitessefluide u :<w>:lj v f(V dv
n —00

oo

- vitessequadratice moyenne Vi=<(v-u)?>= %J (v—u)? f(y)dv

—00

00

- 3*™ moment(flux dechaleur) - (v-u)®>= EJ (v-u)® f(ydv
nm n

—00

Les définitions de la pression cinétique et de dmpérature se déduisent de la vitesse thermique
précédente p =nm\? =nk,T

Dans le cas particulier d'une distribution maxvegliie, I'expression mathématique test (a une
dimension) :

_(v-u)?

f(v)=———e 24

Janvy

et il est bien clair que lesois premiers moments, v et Vy, suffisenta déterminer complétement la forme. Si
besoin est, on peut calculer tous les autres man@nfonction du secondyf): les moments pairs sont donnés

par : <w" >=(n-1)!1V, et les moments impairs sont nul€ela explique que toutes les théories fluides

(hydrodynamique, théorie des gaz, thermodynamiguatilisées dans les milieux collisionnels neasgnt que
sur trois grandeurs macroscopiques : densité,sétes pression. Ceci n'est pas vrai en général ypoptasma
sans collisions ou la restriction d'une fonctiondigribution a quelques moments seulement ne &t faite
gu'avec précautions : en général, la fonction deidution est équivalente a la donnée de la séfigie de ses
moments et touteoupuredans cette série constitue toujours approximation

b) Les différents traitements théoriques.

Pour traiter un probleme de physique des plasmasneocelui de l'oscillation de plasma, deux types de
méthodes sont utilisées :

- Traitement cinétique c'est le traitement complet. On calcule I'éviolutde la fonction de distributidifv)
en fonction dex et det a l'aide de I'équation de Vlasasf.(chapitre 3) et on en déduit (grace aux momengs qu
l'on vient d'introduire) les grandeurs macroscopgjintéressantes v, p,(ouT), E, B, .... On verra ce traitement
au chapitre 6 pour le cas de l'oscillation de pkaslifaut noter que de fagon générale, ce traitérmemplet est
difficile.

-Traitement fluide: on raméne (par intégration) le probléeme a utesys d'équations qui ne fait apparaitre
gue les quelques premiers moments (en géngvagt p ou T), et on résout. Ceci est assez facilement réddisab
dans le cas collisionnel. Mais pour un milieu sawifision, on ne peut pas dire qu’un tel systémuté existe en
toute généralité et que les premiers moments sodefnburs reliés entre eux indépendamment des mtsmen
d'ordre supérieur. On ne peut le faire que lorscprgaines approximations justifiées le permett@aci sera
détaillé au Chapitre 4, ou on discutera la notierietmeture.

% LLa factorielle double est définie pgl!= px(p- 2)x..x3x1 pournimpair.
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Vue la complexité des systemes d'équations a résoudrepeut utiliser une approche numérique
traitement cinétique ou fluide.efa peut permettre de trouver des solutions patiaics problemes, mais il res
assez "cher" en termes de calcul numérique, suptmut ce qui concerne la description cinétiquesrepratique
il n’est utilisé que pour des problemes assez s, avec des géométries simples.

7. QUELQUES EXEMPLES D’ APPLICATION DE LA PH YSIQUE DES PLASMAS
a) La fusionet la physique des plasir

La fusion est la rencontre des deux noyaux lédgemsgés positivement. Si on arrive a faire rapprocher
assez ils vont fusionner en un noyau plus lourd aves trés forte libération d’énergie. Le Soletl @s réacteu
thermonucléaire naturel dont le confinement inkes assuré par la force de gravité et la press@la mass
de plasm qui entoure le noyau (‘core’, partie interne dale$, voir figure 10). La fusion de I'hydrogén
(réaction protorproton) y est trés lente et I'étoile reste stallae.température est de I'ordre de 15° K
(1,5keV). Sur Terre la réaction la plus sile que I'on peut produire en laboratoire est ladusi’'un noyau d
Deutériumet un noyau de Tritium qui produit un noyau d’hsliet un neutron énergétiques selon la réa
D + T — a (3,3 MeV) + n (14,MeV). Pour cela on a besoin de températuresatdré de 100 1°K (10 keV),
et la matiere a fusionner est a I'état pla:

Prominence |

Figure 11. A gauchedispositifpour la fusion par confinement magnétiqueT, EFDA), a droite
dispositif pour la fusion par confinement iner (NIF)

Pour maintenir la matiére a I'état de plasma daraliorzoire il faut le confiner. Dans le cas de la fus
par confinement magnétique ceci est fait grace saahamps magnétiques produit par de grands digpc
comme dans la figure 15 gauche. Dans le cas de la fusion par confinementiel le plasma escrée en
chauffant une bille de matiére dense par laseurigl a droite) ou par faisceaux de particules et corfisesc
pression.

Remarque Jes figures ne sont pas a I'échelle, le dispogititir la fusion par confinement magnétic
mesure plusieurdizaines de meétres et le dispositif pour la fugianconfinement inertiel quelque milliméti
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b) Les plasmas froids et leurs application

Les plasmas dits « froids couvrent une grande gamme de pression, allan@,fiePa a quelque
atmosphéres. Orept méme en créer par décharge dans les ligt

Comptetenu du fait que le plasma froid n'est pas comph&tet ionisé, c’est un mélange de moléct
d’atomes, de radicaux, et d'ions réactifs. Il pdahc étre le siege de réactions chimiques et tain nombre
d’applications sont liées a cette réactivité chimigcomme la dépollution (figure2), les traitements de surfa
(utilisés pour faire des dépbts ou de la gravure)les premiéres applications biomédicales. La plugas
plasmas froids sonbbtenus par décharge électrique. Les plus connaos laofoudre et les lampes ba:
consommation. Pour ces lampes et pour les applitain laboratoire ou dans l'industrie, les déatmigpn
alternatives a des fréquences allant de quelques &Hguelges 10 MHz (on parle alors de plas
radiofréquence, figure }3ll existe une autre application des plasmagifr@jui n’est pas faite pour fonctionr
en laboratoire, ce sont les propulseurs ¢ électriques> qui propulsent des satellites en éjectes ions et non
des neutres comme dans un propulseur chimiqueauia:

Figure 13. Réacteur radiofréquence (LPP)

L'ionosphére de la Terre estle un plasma froid ou un plasma cd ? On n'y fait en général pas référel
en ces termes. En réalité le comportement du plasmbue en fonction de I'altitude. Dans les régi@nst F
(voir figure 2) qui correspondent au maximum desiténélectronique, le plasma est froid avec unegtaature
électronique trés supérieure a celle des ions gtndeatres. Quand on monte, la densité des neutresug
fortement (jusqu’a ce qu'ils finissent par dispaEgi alors que le plasma se raréfie aussi etnigpéeature de
ions augmente pour finpar rejoindre celle des électrons. Le plasma déwdenc chaud (comme celui de
magnétosphere qui est dassus) au sens ou les ions et les électrons sagudlibre thermique, méme si le
température n’est pas trés élevée [([drdre de 300 K a 1000 km).

c) La productior de particules énergétiques par accélérateur plas

Si on focalise un lasate puissanc sur un plasma de pigt taille (du micron au millimétre), il est poskl
de créer des faisceaux de particules trés éneugétid.ors de l'interaction du laser avec le plasties, champ
électriques extrémes sont produitls peuvent atteindre de valeurs de l'ordreTV/m, soit plus de 1000 fois
plus intenses que les champs électriques produtss des structures radiofréquence des accélér:
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‘traditionnels’. Différents schémas permetteraatélérer des électrons ou des ions, dans la figuan illustre
I'accélération dite par ‘TNSA’ (Target Normal Shefatceleration) : les électrons du plasma chauf@@delaser
forment un front de charges négatives et la séparates charges génere un champ électrique intpnse
accélére les ions. Les ions ainsi crées peuveatudiiisé pour différentes applications, médicalacléaire,
diagnostiques, avec I'avantage d’avoir été créés da systéme en miniature.

Titanium foil with

polymer dot homogeneous
20x20x0.2 pm field region
®

TW-laser ingidence

hot electron

plasma

ablated parasitic @ - <

contributions @ — s
- ablation laser

Figure 14. Accélération d’ions par ‘Target Normaieat Acceleration’ (New Journal of Physics, S. M.
Pfotenhauer (2008)

d) Plasmas astrophysiques.

Comme on l'a vu précédemment, la grande majorité deatiere observable dans l'univers est sous€orm
de plasma : un environnement aussi froid, dengerotéégé de tout rayonnement ionisant que la set@cestre
fait exception. On parle souvent de plasmas spatmur désigner les plasmas astrophysiques suffigarh
proches de la terre pour étre accessible par defescspatiales, capables d'y réaliser des meswstii Par
ordre de distance a la Terre, ceux-ci incluenhdgphére, étudiées par des fusées sondes deséEsawnixante,
la magnétosphére, environnement plasma contenu ldamene d'influence du champ magnétique terrestre
(jusqu'a environ 10 rayons terrestres du cbté deilsoAu dela de la magnétosphére se trouve ldemil
interplanétaire, baigné par un plasma s'écoulai@lement depuis le soleil : le vent solaire. Cet\ast crée par
I'évaporation de I'atmosphére (ou couronne) sqlaiogp chaude pour étre confinée par la gravit@isal Il
souffle jusqu'a des distances d'environ 100 UA,sen aprés l'orbite de la derniére planéte (Neptu 30 UA).
On appelle héliosphére cette sphére d'influenceldsma (et par la-méme du champ magnétique) derigi
solaire. Au dela, s'étend le milieu interstellaicemposé d'un mélange trés inhomogéne de gaz soued
atomiques et moléculaires, et de plasma. Dans lkeunmterstellaire dérivent des étoiles, dont\iesnnement
plasma peut-étre comparable a celui du soleil l&ale la série principale), mais aussi trés différ on trouve
par exemple des environnements trés magnétisésiradtobjets compacts comme les étoiles a neutrons,
responsables des phénoménes radio-astronomiquassde (champs a la surface jusqu'd*T0!). Le coeur de
ces étoiles fournit un exemple de plasma dégénéries effets quantiques jouent un réle primordiak ordres
de grandeurs des paramétres caractérisant cesmmements sont visibles sur la Fig.3, illustrantrés grande
diversité de paramétres que I'on peut retrouves détude des plasmas astrophysiques.

Pour conclure ce chapitre la figure 15 résume dmdg variété des plasmas et d’applications dediéétie
la physique du plasma.
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Figure 15. Le diagramme densité/température poffédints type de plasmas.
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CHAPITRE 2. TRAJECTOIRES INDIVIDUELLES DANS UN CHAMP
ELECTROMAGNETIQUE

On a vu que la connaissance des trajectoires iddiiles des particules est un
maillon primordial dans I'étude du systéme boudléest un plasma. Avant toute
étude statistique, commencons donc par préciseguee sont ces trajectoires en
présence de champs magnétique et électrique domuig. décrire les plasmas
magnétisés, cette étude constitue la premiére étape n’est qu’ensuite qu’on
pourra chercher & boucler le systéme et calculememnt la connaissance de
'ensemble des trajectoires de particules permetdééerminer les champs eux-
mémes. On restera ici dans le cadre des trajectaens collision.

1. TRAJECTOIRE D'UNE PARTICULE DANS UN CHAMP MAGNETIQUE UNIFORME ET STATIONNAIRE
Commengons par rappeler brievement des résultatsuscsur la trajectoire d'une particule chargées dian

cas le plus simple : un champ électromagnétiquestaah et aucune autre force (pesanteur, collisietts,.).
Rappelons que I'on note icila vitesse des particules individuelles.

a) Sans champ électrique (E=0)
Le mouvement dans ce cas est une hélice enroui@eraliune ligne de champ 8e:
- parallélement au champ magnétique : mouvemetiligee uniformev,= cste
- perpendiculairement au champ magnétique : moureaieulaire uniforme v, = cste

Le mouvement de giration dans le plan perpendicutB est appelé mouvement cyclotron (figure 1), et il
est caractérisé par :

« sa fréquence de rotatiogyfofréquence : w
(indépendante de I'énergie de la particule)

2 f.=qB/m

v, @

ok
e son rayon (rayon de Larmor) :

(proportionnel a5 et donc dépendant de I'énergie)

» F=qvxB

®B

Figure 1. Mouvement d’un ion positif dans le plagendiculaire &B.
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Noter qu'un iorpositiftourne dans le sengauché& autour du champ magnétique (= sens rétrograde le:
plan de la figure orienté p&).

On appelle “angle d’attaqu€“pitch angle” en anglais) I'angla que fait la vitesse aveB. Cet angle,

constant dans le cas présent, est I'une des castigiées importantes de la trajectoire puisquékatmine le
“pas” de I'hélice. Il est relié aux composantesafiéte et perpendiculaire de la vitesse |

tan(a) = vl/vII

Le pas de I'hélice, c’est a dire la distance pangeue long du champ magnétique au cours d’'undioot
de Larmor compléte vaut donc

h=v,(2r/w;) = 2np,cot (a)

Figure 2. Mouvement d’une particule chargée positieit dans un champ magnétique orienté selon |
Oz, pour différentes valeurs de I'angle d’attaqde (Iroite & gauchea =10°, a =45°et a = 80°. Les distances
sont normalisées par le rayon de Larmor de la patt

Si I'on considére le mouvement moye'une particule sur une échelle de temps longuerggrort a le
gyropériode, ce mouvement se confond avec celaedire de rotation G, qu'on appelle centre guide'. Dans
le cas simple considéré, le mouvement du centrdegest donc caractérisé p

- paralléelement au champ magnétique : mouvementigeetiuniformevg, = v, = cste
- perpendiculairement au champ magnétique : aucuvementvgy = 0

Ce dernier résultat, bien qu'évident, est imponpanir la suite : en I'absence de champ de forérieur, le
mouvement perpendiculaire moyen d'une particulegdeest nul ; la particule reste "attachée" a méene
ligne de champ autour de laquelle elle tourne.rJaoce la particule vers la droite avec une védesgiale plus
grande, elle n'acquax pas davantage une vitesse moyenne vers leedmdie aura seulement un rayon

giration plus grand (et la vitesse angulaire datioh ne changera pa:

b) Avec un champ électrique stationnaire et unifoenfE=0)

- Mouvement paralléle au champ miétique: la force de LaplacE = q vxB n'a pas de composante dan
direction du chamyB. La particule ne peut donc étre soumise qu'a taposante paralleéle du champ électrii
E,, si elle existe. Ceci lui fournirait alors une éération constante iersement proportionnelle a sa masse
résultat,dans un plasmaest un peu académique ; pratiquemil ne peut pas existemune telle composanE,
uniforme et stationnaire, sauf si elle est égalomtosée a une autre force (par exemple la pes} :
conformément & ce qu'on a vu dans le chapitreatinttion, si les particules d'un plasma étaientinsiges a de
forces paralléles de résultante non nulle, le mmerd des électrons, plus rapide que celui des mesgrait ¢
une séparation de chaggqui serait aussitdt source d’'un nouveau chamallplr venant s'opposer a la fol
extérieure. Suivant la nature des conditions amitdis,-soit cela raménerait a la valeur stationnF,=0, -soit
cela produirait une oscillation a la fréquence pa. Dans le cak,=0, le mouvement parallele se fait, com
dans le cas précédent, a vitesse cons
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- Mouvement perpendiculaire Pour calculer cette trajectoire, on pourraitnbi&lr écrire la relation
fondamentale de la dynamiqiie= ma dans le repére considéré et interpréter ainsi klesichangements de
courbure locaux (voir la note de bas de page sadiglre 3). Mais on peut trouver une facon beapcolus
rapide de procéder si on se souvient d’'une parieuésultat est déja connu en I'absence de chagofriue et
d’autre part que la valeur du champ électrique dépki repére considéré.

Si I'on calcule la trajectoire dans un rep&ese déplacant a la vitesSg par rapport au précéder,
changement de repér@our des vitesses non relativistes, ne changéepdmmp magnétique, maishange le
champ électriquepar :

E'=E+V,xB
Parmi tous les repéres possibles, il est naturehdésir un repére ot’=0 puisque c’est dans celui-la que
la trajectoire perpendiculaire est connue et palii;cement simple. On définit donc pour cela legrefR’'= R,

dit repére « magnétique », comme étant celui quiéptace par rapportRa la vitesse perpendiculaivg, telle
queE,= 0, c’est a dire :

E
En=0<==> <==>|V,, = Ex b| (en notanB =Bb)

(La vitesse paralléle d&, ne change pas la valeur du champ électrique ket cmoisit simplement nulle.)

Dans le repér&,, la trajectoire perpendiculaire est un mouveméotfaire uniforme ; la particule n'a pas
de mouvement moyen, son centre guide est immobitms le repéreR initial, la trajectoire est donc la
combinaison d’un mouvement circulaire uniforme etndouvement de translation a la vitesse constdptdu
repereR,. On dit que le centre guide, qui n’est donc plagbbile en présence dg,;, subit une « dérive » a la
vitesseV,.

La donnée d&g ou celle de/,, sont équivalentes. Suivant que la valeur du chélexgtriqueEs est plus ou
moins grande, le mouvement circulaire trouvé préo@dent "dérive" plus ou moins vite dans la diractio
perpendiculaire &. La trajectoire est alors décrite par une cotirtbehoidecomme sur la figure 3 :

T T T T T T

x/pL

Figure 3. Projection de la trajectoire dans le plparpendiculaire 8. Au mouvement de rotation
uniforme (dans le repere « magnétique ») s’ajoutenouvement de translation uniforme (mouvement de
« dérive »). Dans le repere de la figure, c’esth@amp électrique qui est responsable des variatittns
courburé : on voit que le rayon de courbure est plus grandla partie y > 0 de la trajectoire (rouge), qaar
la partie y < 0 (vert).

Ce résultat rappelle des propriétés similaires aemées pour d'autres objets en rotation comme les
gyroscopes : quand on applique une force dirigéastly, il n'en résulte pas un mouvement accéléré suivant
mais un mouvement uniforme suivant

* Dans les parties descendantes de la trajectgireq), les particules sont freinées par le champtiédpie E,. Ceci
diminue progressivement leur rayon de courbure égtiproportionnel & la vitesse) jusqu’a I'extrénbasse de la trajectoire.
L'inverse se produit dans les parties « montantdises résulte la dérive calculée du centre guiels lesx > 0.
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En résumé La vitesse du repére magnétiqug :%x b (ou le champ électrique est nul) est une grandeur

intrinseque du champ électromagnétique. Les p&sadiun plasma ne sont pas responsables de ssiemoe.
Néanmoins, les particules ont la propriété rdatérialiser ce repére puisque (au moins pour des champs
uniformes et stationnaires) c'est dans ce repéeetajues les particules, quelles que soient leur endssir
énergie et leur charge (y compris le signe de celti@rge), ont des trajectoires circulaires danglén
perpendiculaire et donc des centres guides quemeattachés a une méme ligne de champ.

c¢) Force constante

Si la particule est soumise a une force constauntee aju'une force électrique (pesanteur ou aules),
résultats sont nécessairement semblables a cewiemuient d'étre présentés, en remplacant simple&@quar
F/g (méme si l'interprétation en termes de repére gtigre ne tient évidemment plus). Pour une force
perpendiculaire, on a donc encore une dérive asdteonstante donnée par :

=—Xb
Var 4B

Pour une force indépendante de la charge (contmaite aF = gE) comme une force de gravitation, la
vitesse de dérive correspondante dépend cettedéoig en particulier de son signe. Les ions et lestkdas
dérivent donc dans des directions opposées, dmistBnce de courants et éventuellement de sémasatie
charges (et donc de champ électrique dans la idinedé la dérive).

Illustration: Dérive gravitationnelle dans les plasmas teress?

On vient de voir que les particules d'un plasma médigé placé dans un champ gravitationnel unifogme
dériveront, dans la direction dans la directiora dolis perpendiculaire B et ag, avec une vitesse de module
mg/qB Cette dérive étant proportionnelle a la massepaurra a priori négliger la dérive des électroas p
rapport a celle des ions. Calculons I'ordre de dean de cette dérive pour différents dispositifsufld’abord
dans un TOKAMAK : le champ magnétique y est dedferdu Tesla (5,6 T dans le cas d'ITER), et donc
vgg = 0,1um/s, ce qui est bien sir négligeable par rapport dt@sses en jeu. Dans l'ionospheére, le module de
cette vitesse est un peu plus grand : pour B Tl (elle est de I'ordre de 0,1 m/s pour un ion denbe de
masse A =10. Cela reste négligeable dans la pldpartas.

2. CHAMPS LENTEMENT VARIABLES

Partant du résultat précédent d'une particule @sse \, vo), dans un champ magnétique stationnaire et
uniforme, qui décrit donc une hélice dans le reér& = 0. On cherche maintenant comment cette trajectoire
est modifiée si le champ magnétique (ou électriquest pas exactement uniforme ou s'il n'est pastement
stationnaire. Il s'agit classiguement du premian&ed'un développement perturbatif au voisinageedsolution
connue. Le développement sera valable si la petiorp est "petite” : on verra plus tard que lesditions pour
cela sont (écrites ici de fagon compacte et syrghe)i:

) 1
0; <<ag, 0y <<— et Oy <<—
Vi PL

Ou g est le rayon de Larmor. Dit autrement, les résulthtenus sur les dérives seront valables daresle
d’'un champ lentement variable par rapport aux éetispatiales et temporelles du mouvement cyclotron

Nous allons voir que ces variations lentes ont déypes de conséquences que nous traiterons
successivement:

i) la particule dérive" dans le plan perpendiculaireBaau lieu de rester attachée a la ligne de champ du
repere magnétique,

i) il se produit deg€changed'énergie entre le mouvemergralléle et le mouvememerpendiculaire (en
respectant )7 + v>= cst si le champ électrique reste nul).

a) Dérives dans un champ B non uniforme, avec E =0
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On est amené a distinguer deux types de non uritodo champ magnétique : la courbure (la directien
B change, les lignes de force sont courbes) etridients (le module du champ magnétique changdigless
de force convergent).

al) dérive de courbure si la direction du champ magnétique n'est pastenite, le mouvement paralléle
de la particule subit une force centrifuge en maide la courbure des lignes de force. Cette folioertie joue
sur le mouvement perpendiculaire comme une foresteote tant que le rayon de courbure est suffisamm

grand R. >> v,/@). Si tous les autres paramétres sont constarite,foece conduit & une dérive par la loi déja
donnée :

2
. . mv N N . . . <
avec l'expression de la force centrifuBe= —R—//n (oun est la normale a la trajectoire, orientée vers
c
l'intérieur).
Exemple: Trajectoire le long de lignes de champ circelsir

La figure 4 représente le mouvement d'une particldecharge positive dans un champ magnétique de
module constant, dirigé dans la direction orthakd{le champ a la méme direction que s'il éta#écpar un
courant parcourant un fil d'axe Oz, dirigé « vardaut ») : les lignes de champs sont des cercles conceatiq
ayant pour centre I'axe Oz. Une particule a untadie R de I'axe Oz aura donc une vitesse de dérive

3 muvg
" gBR

Vac €,

Comme illustré sur la figure 3, la trajectoire dantre guide de la particule est dans ce cas hétitmilLe
centre guide tourne autour de I'axe &ec une période égaleaR /v, et possede une vitesse constantele
long dez. Le pas de cette hélice vaut donc

Y

m
h=v,T = 2nq—B = 2mp,cot ()

c’est-a-dire exactement le méme pas que celuildide de la trajectoire cyclotron de la particalgour de la
ligne de champ !

10
NANAAAR L g
ey
g , "‘!‘v‘v‘v'v'vé
N 0 R
_5)
20

20
y/ oL -20 -20 X/ P

Figure 4. Trajectoire d’'une particule chargée posiment (en bleu) dans un champ « toroidal » deuteod
constant. Les longueurs sont normalisées par lemaje Larmor de la particule. En rouge est trace |

®Ce champ magnétique, orthoradial et de module constest pas physique puisqu’il n’est pas de djeace nulle.
Il est choisi uniquement pour fournir ici une illtation simple d’une trajectoire ou seule la dédescourbure intervient.
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trajectoire hélicoidale du centre guide, due a &ide de courbure. Le rayon de courbure de la tiae vaut
ici R=20p, .

lllustration 1: Confinement des particules dans un TOKAMAK

En raison de I'existence de cette dérive (et ddékive de gradient), le confinement de particul@ssdun
dispositif comme un TOKAMAK ne peut étre efficacarheeffectué par un champ magnétique purement
toroidal : on aurait des pertes de particules esiphrois « haute » et « basse ». La solutionpiad#eme passe
par I'ajout d’un champ magnétique dit poloidal guiorsade » les lignes de champ, et permet de awape
l'effet de cette dérive sur un tour complet (voirarp exemple la pagehttp://www-fusion-
magnetique.cea.fr/fusion/physiguef/trajectoireatm

lllustration 2: Courants annulaires dans les ceintures de rauliat

Les ceintures de radiation de la Terre (et degaytianétes magnétisées) sont constituées deupestices
énergétiques (jusqu'a environ 400 MeV pour lesqs}, qui sont piégées dans le champ magnétigrester a
des altitudes variant de 1000 km a 60000 km derace terrestre. Ce champ magnétique étant oréentgud
vers le Nord, et la force centrifuge vers I'extérigle la Terre, les particules chargées positivément subir
une dérive de courbure orientée dans le sens Es$tQ@t donc Ouest-Est pour les particules chargées
négativement). La dérive sera donc a l'origine dewmurant orienté de I'Est vers I'Ouest, dit « caura
annulaire ». La vitesse de dérive étant proporttiara la masse des particules, ce courant esttedkament
ionique. Le courant annulaire génére un champ negreéqui s'oppose au champ terrestre au niveasoti(et
qui au contraire, tendent a augmenter le champtéfé I'extérieur des ceintures). Lorsque les t@i@s sont
treés actives (lors d'orages magnétiques d'origioéaise par exemple), les courants peuvent généesr d
diminutions du champ magnétique au sol de I'ordrgjdelques centaines de nano-Teslas.

TRAJECTORY OF
TRAPPED PARTICLE

MIRROR POINT

DIRECTION OF
ELECTRON DRIFT

MAGNETIC
FIELD LINE

DIRECTION
OF PROTON
DRIFT

Figure 5 : Représentation schématique de la trajieetd’une particule piégée dans les ceintures de
radiations de la Terre (tirée d’'un article de [Brdn1999]).

a2)dérive de gradient si on considére une courbure nulle mais un modulehamp magnétique qui n'est
pas constant, et si le gradientBlest suffisamment petit.(, <<1/ g, ), la force moyenne qui apparait cette fois
est appelée "force miroirFfy). Il s'ensuit de la méme fagon une dérive moyetureée par :

2
L'expression de la force miroir esE; =-40(B), avecu = %. Son interprétation qualitative est donnée

dans I'appendice B.

L'existence et I'expression de ceftarce miroir peuvent se démontrer simplement de la fagcon ahpeoc
suivante : une particule chargée qui tourne auieuson centre-guide est équivalente a un dipdlenétagie.
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Classiquement, on sait que le moment magnétiqueeddoucle de courant vaut, en module, IS, ce qui donne
ici :

2

_9_o_Gw V& _Y2my
- — _7”7_7

Hog P on o B

Vectoriellement, le moment magnétique du dipble agiosé aB : on a vu qu’une particule chargée
positivement tourne dans le sens rétrograde (ouctys) autour dé. Il faut donc écrire :

p=-4b

L’énergie d'interaction entre le dipdle et le chaByg’écrit W =—u.B = 1B et la force miroir est celle qui
dérive de cette énergieF,, = —[(B), c'est a direF,, = —xJ(B) a condition queu soit constant, ce qui va étre
démontré plus loin.

Commentaire sur le signe moins da =—4b : Le mouvement cyclotron de chaque particule dismph

crée un champ’ dirigé en sens opposéBa Elle tend donc a diminuer le champ dans lequelteurne et qui
est la cause de son mouvement de giration. On ¢mut s'attendre a ce que, dans certaines conditlens

plasma soit diamagnétique

b) Dérive dans un champ E variable

b1) Champ E non stationnaire : dérive de polarisatio8i, dans un champ magnétique constant, il existe
un champ électrique uniforme mais non stationngiite 0,(E) #0), on peut a chaque instant I'annuler par un
changement de repére a la vitesse de dérive @lgetriz, mais comme cette vitesse n'est pas constanteuas ¢

. - . iz E
du temps, il faut prendre en compte la force dieerorrespondant a cette accélérakgrF _mEXb' Il en

découle une dérive supplémentaire colinéaike: a

_ _mEg
oo Taet
3 q

dite dérive "de polarisation". L’expression ci-dessnontre que la vitesse de dérive est en senséppur les
ions et les électrons : elle sera donc a l'origifien courant volumique dans le plasma, appelé «adule
polarisation ». Puisque la vitesse de dérive egtqutionnelle a la masse (tout comme la dérivealelmre), ce
courant sera essentiellement porté par les ioqdaduna. Son expression vaut

. nM dE;
=g

Ce courant est a l'origine d’une polarisation daspha (d’ou son nom) induite par le passage d’umke on
électromagnétique dans celui-ci, et donc d’'uneuralmportante de la constante diélectrique du ptadans la
direction perpendiculaire au champ B.

La figure 6 présente le mouvement d'une particudectiargeq positive dans un champ magnétique
constant dirigé suivant 'axezdet un champ électrique oscillant dans le tefapsE, cost)e, L'amplitude du

champ est choisie telle qg& = 1, et sa fréquence telle qag w, = 0.1.
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Figure 6. Evolution de la position de la partictf texte) en fonction du temps. Les distances sont
normalisées par rapport au rayon de Larmor, ettlssps par rapport a”. Les courbes rouges présentent la
trajectoire du centre-guide.

La particule n'ayant pas de vitesse suivarna trajectoire est entierement comprise dandde yOy. Elle
comporte trois composantes : d’'une part le mouvérogalotron, d'autre part la dérive en champs @&sijs
dirigée selory, et enfin la dérive de polarisation, sebanLa figure 6 illustre ces différentes composantas
mouvement.

La figure 7 représente la méme particule lancées darméme champ, mais cette fois la pulsation est
choisie telle quecw= @, : on voit que la nature du mouvement n'est pasodtila méme. Le champ électrique
entre ici en résonance avec le mouvement de girdéda particule (on parle désonance cyclotron

50 50
o o
A < o
x >
-50 -50
0 20 40 60 80 100 50 0 50
o, t x/ P

Figure 7. Trajectoire d’une particule en résonarmec le champ électrique. Le travail du champ
électrique n’étant pas nul en moyenne sur une imtate rayon de Larmor de la particule augmente
linéairement avec le temps. On observe donc ufectare spirale dans le plan xOy.

Il est donc important de se souvenir que la décaitipa du mouvement en dérives n’est valable quesda
'approximation de variations lentes des grandepingsiques par rapport a la gyropériode des paescul
considérées (ou de variations spatiales faibletasdistance du rayon de Larmor).

b2) Champ E non uniforme Si c'est dans l'espace et non dans le temps qutesse de dérive électrique
varie, la prise en compte de cette variation memnmex modification de la dérive électrique effectiya est
d'ordre 2 dans un développement en rayon de Lafimode la trajectoire. Si on considére par exemphe
variation a une dimension selgret un rayon de Larmagm petit par rapport a I'échelle des variation€Edavec
X, on peut développer autour de la position moyenneentre guide (indice 0) :

F=0E(x= o sinat) = q(E, + A Sint E'o+ p°sifat E” 2+...)

OUE’, etE” , sont les dérivées premiere et secondE gar rapport &. On voit que cette force a une
valeur moyenne non nulle sur une période. Cellestresponsable d’'une modification de la dérivetétpie:

. _<F>
<F>=q(E,+ A°E"g/4 + ..)= Ve =%Xb

Cette modification n'apparait pas dans les thédemplus courantes des dérives (qui s'arréteiordré 1
en p). Elle a pourtant son importance dans certainsn@im&nes d'instabilités qu'on appelle justement
"instabilités de dérive" et qu'on rencontre en ipalier dans les problémes de confinement magnétiqu
(tokamaks). Avec ou sans ce terme correctif, lese de dérive électrique reste évidemment indépéade la
charge électriqueg(se simplifie).

¢) Premier invariant adiabatique

Nous revenons au cas d'un champ magnétique lenteragable pour lequel nous avons calculé la viéess
de dérive au (a). Il est possible de montrer (Bre@énéral de cette démonstration est présentélagrartie 3
de ce chapitre) que la trajectoire d’'une particliargée vérifie dans ce cas certaines propriétégadiance (ou
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de quasi-invariance)Un résultat important est que le rapport suivattagproximativement conservé tout au
long de la trajectoire

2
v
-2 =cste

L'existence de ce premier invariant approché, miaiiant “adiabatique”, du mouvement constitue un
résultat général : pour des variations "lentesVjtiessse perpendiculaire d'une particule varie cerfaracine du
module du champ magnétique. Cette variation leptg ptre réellement temporelle (comme dans le ktglaiu
est effectué en TD) ou bien étre une variationiafgaéxplorée par la particule au long de sa ttajee Dans le
second cas, on peut se ramener a un calcul identigla condition toutefois de faire un changendentepére
qui tienne compte des différentes vitesses de elériv

On se souviendrdu résultat suivant : lorsque le module du chanagmétiqueB augmente, la vitesse de
rotation w= -« augmente commB (en valeur absolue) alors que le rayos g diminue commeB™?; la
vitessev; augmente donc comni&’. En I'absence de champ électrique paralléle, tsevation de I'énergie
de la particule s'écritf + v2 = cste. Lorsque B augmente, la vitesse paralléle va daminder.

d) Quelques conséquences de la conservation du @emvariant adiabatique
- Moment magnétique et description “centre-guide”;

Comme nous l'avons déja vu, le moment magnétigaec#s au mouvement cyclotron d'une particule

2
autour de son centre-guide a pour modyle= %. Le résultat précédent implique donc qu'il eststant au

cours du mouvement. Ceci fonde la description 'feegtide" des particules dans un milieu magnéti& :
mouvement d'une particule sur des échelles de teangses par rapport a la période de giration pelwtalculer
comme celui d'une particule ponctuelle située antreeguide et munie d'un moment magnétigquantiparalléle

aB. C'est I'existence de ce moment magnétique qui kstigine du comportement diamagnétique d'usmkaa
basse fréquence.

Remarque: La description centre-guide est simple et fraaose. Elle contient néanmoins un piege
classique dans lequel il faut éviter de tomber.r@uan calcule ucourant dans un plasma, il faut retenir que le
mouvement des centres-guides des ions et desaglsattest pas la seule contribution au courané &t méme
dans de nombreuses situations négligeable devarduent dit « de magnétisation », di raouvement des
particulesautour du centre guidelet donc lié au moment magnétiqu€p fait est illustré sur la figure 8 : le
mouvement des centres guides est nul, mais latdadesiparticules est plus grande a gauche qu'tedron peut
voir qu'il existe bien un courant qui provient aiesuvements de rotation, simplement par le faitugoéntre il y
a plus de particules allant vers le bas que décpéas allant vers le haut.

ya
8@
g%
oy

Figure 8. Bilan de courant dans un gradient de dénisnique sans vitesse fluide
- flux magnétique :

Si on calcule le flux magnétique a travers la stgfdmitée par la trajectoire de la particule sartaur
cyclotron, on trouve :
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2 2,2
Q= BS= B]TV_D = ﬂlzv_u
o o B

Ce flux, proportionnel au, est donc également constant au cours du mouvém€onséquence
importante : dans le cas d'un champ magnétiquierstaire non uniforme exploré par la particule @ugl de son
mouvement paralléle, ceci montre que la particulena trajectoire qui s'enroule autour d'un tubeflde
magnétique (dans le repére a la vitesse de dé@ivgardant toujours un rayon égal a celui du téigaré 9).

\
Tube de champ

trajectoire
Figure 9. La trajectoire s’enroule autour d’un tude force du champ magnétique

e) Exemples

-B =0,(B) : variation purement temporelle. La conservati@idconstitue I'effet ®étatron»: si on

augmente le champ magnétique dans une machinerdiérperpendiculaire des particules augmente afiut
(accélérateurs de particules).

-B =w,.0(B) : variation spatiale explorée par la particuleslaon mouvement paralléle. La particule

circule dans une "bouteille magnétique"”, c'estra dur un tube de force convergent. Quand ellerggedrers
desB croissant, son énergie perpendiculaire augmemé¢aksence de champ électrique ou de toute autre,f

ceci se fait a énergie constantvé(+v,2, =cste): I'énergie paralléle doit donc diminuer. On a dam

mouvement perpendiculaire qui accélére et un moewénparalléle qui ralentit. Ce transfert de I'érerg
parallele vers I'énergie perpendiculaire se faitsskeffet de la force dite "force miroirtf(appendice B) qui
s’exerce sur le dipble magnétique associé a lacpitdans la théorie centre guide. Sous l'effetelte force,
une particule se dirigeant initialement versBesroissant ralentit, s'arréte en un point qu'oredpfson «oint
miroir » (ouv,=0 et ou toute I'énergie est donc sous forme dmeinétique perpendiculaire) et repart en sens
Opposé.

6 Interprétation qualitative de la conservation duxl: @ est équivalent au flux a travers une boucle deardy s'il
venait a augmenter, il apparaitrait une f.e.m. iteddans cette boucle=-d(®). Le champ électrique correspondd;t

décélérerait le mouvement perpendiculaire de ltiqude et donc diminuerait le rayon de Larmor ;iadiminuerait le flux
qui était censé augmenter. C'est ainsi @ugeut rester constant.
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Figure 10 : trajectoire d’une particule dans un g&a miroir magnétique.

Les phénoménes qui viennent d'étre décrits se nérect dans beaucoup de domaines différents de la
physique des plasmas, depuis les machines a comdittemagnétique destinées a la fusion nucléaiteds
"machines a miroir" — figure 10) jusqu'aux plasmasurels. Dans la magnétosphére terrestre par deetap
particules font des allers et retours entre deumtpaniroirs situés dans chaque hémisphére plusnauos haut
au-dessus de l'ionosphere ; la plupart d'entrs eflstent ainsi "piégées" dans la magnétosphées @ffectuent
de plus un mouvement de dérive plus lent autodadeerre en raison de la courbure des lignes dmefet des
gradients dé).

Figure 11. Trajectoire d’'une particule dans le chamagnétique terrestre (cf Fig.5)

L'exemple magnétosphérique est particulierementericoour comprendre la notion d'invariants
adiabatiques. Il est brievement décrit dans I'appenC.

3. PETITES PERTURBATIONS D'UN MOUVEMENT PERIODIQUE

Lorsque le mouvement cyclotron dans un champ umifoet stationnaire est perturbé par de petits®éart
l'uniformité ou a la stationnarité, nous venonsvde que cette perturbation modifie sa trajectomiéialement
périodique en la rendant "quasi-périodique" et @mservant approximativement l'invariant adiabatigu€eci
n'est qu'un cas particulier d'un probléeme plus gahé étant donné un systéeme mécanique qui posseee
solution périodique (typiguement un pendule), cominest modifiée la solution si on fait varier ler@metres
du systéme (par exemple la longueur du penduléagin lente par rapport a la période ? On peut rapaue
le comportement précédent constitue une régle gkngéla solution devient quasi-périodique et flmsssible de
caractériser I'évolution séculaire en déterminaninvariant approché. Ceci définit de facon gémélalnotion
d’'« invariant adiabatique ».

a) Résultats généraux (pour un systeme hamiltonien)

Un systéme hamiltonien est un systéme sans digsipalténergie totale est un invariant exact. Sigoms
gu’un tel systéeme donne lieu a un mouvement pégiadde périod&. On appellera la coordonnée cyclique du
mouvement périodique p§ le moment conjugué depour le HamiltonieH du systéme. [Remarque : le résultat
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qui suit est écrit en considérant un seul degriébéeté ; dans le cas contraire, il faudrait fairee somme sur les
degrés de liberté]. Si on perturbe lentement ceépys (i = 1/7<< 1/T), on peut montrer, par des calculs

standard mais délicats de mécanique hamiltoniemeengus ne présentons pas ici (changements delesria
"canoniques"”, etc..cf. par exemple tous les calculs de mécanique c§lgséela quantité

J, :J p, dg
Tq

est conservée au premier ordrelgfr.

On montre également, au méme ordrd git, que cet invariant, dit “adiabatique” peut aussiigre sous la
forme d’une intégrale sur le temps :

J, :J W, dt =W, > T,
TCI

ou W, est I'énergie associée a la coordonnée cyclig@ette forme commode est souvent directemensaiile
pour trouver rapidement les variations séculairesaillateurs perturbés : variation de l'orbitené'yplanéte
autour d'une étoile de masse lentement variabl&jrbation de la trajectoire d'une particule piédaas le puits
de potentiel d'une onde lentement croissante ow8ante, etc...

En ce qui concerne le probléme général des invariadiabatiques, nous nous contenterons ici des
guelques résultats qui viennent d'étre présentés damonstration. Mais pour bien comprendre lasanice de
ces concepts, montrons en I'utilisation sur un exertrés complet.

b) Un exemple avec trois invariants adiabatiques

Parmi les trés nombreuses configurations magnétiquela notion d’invariant adiabatique est utileus
allons décrire la trajectoire d’'une particule piégkéns le champ magnétique terrestre (cf. figurtsia).

- b1l) Mouvement cyclotron: Le premier mouvement périodique d'une particels le mouvement
cyclotron. Il est lentement perturbé lorsque cellse déplace sur sa ligne de champ vers des chadenpisis en
plus forts (en perdant de I'altitude).

2
<Wp >r =112 mv, etT,= 2mm/gB. ==> 3, :Tm%\Bé

A un coefficient numérique pres, la conservation Jeredonne bien la conservation du moment
magnétique.

- b2) Mouvement de rebondUne fois moyenné sur la période cyclotron, #égetttoire de la particule (c’est
a dire maintenant de son centre-guide) décrit uavament d'aller et retour le long de la ligne darch, entre
les deux points miroirs. C'est un nouveau mouvenpémiodique, de périod§, ; celui-ci se trouve lentement
perturbé lorsque, au cours de son mouvement deegdda particule explore des lignes de force degleurs
différentes. Pour ce nouveau mouvement quasi-péredles formules précédentes donnent un secwadiamt
adiabatique :

J,= 1/2m<v,*>T,. (T, étant la période de rebond).

Conséquencesi une particule est convectée (par un chamgirédee) vers des lignes de force plus courtes
(points miroirs plus proches), la période de rebdidinue et la valeur quadratique moyenne de lassi
paralléle «,>> augmente :

T, décroit= <v,> croit.

Ce phénoméne d'accélération paralléle d'une phatipiégée entre deux miroirs qui se rapprochent

s'appelle «@ccélération de Fermi> du £' ordre. C'est un phénomeéne efficace et importamistiophysique (on
expligue comme cela I'existence de certains ragoamiques qui sont parmi les particules les plesg#tiques
de I'Univers). On décrit souvent ce phénomene denfamagée en parlant d'une balle de ping-pon@giidides
allers-retours entre deux raquettes qui se rappricHes raquettes fournissent alors de I'énérgieaque choc.
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- b3) Mouvement de dérive équatoriateUne fois son mouvement moyenné sur la périodeeHend, la
particule (ou plutdt sa « coquille magnétique »riiémcore un mouvement de dérive autour de laeTérour
certaines de ces particules, ce mouvement autolar Terre est & nouveau un mouvement périodiqueedede
Tq (cf. les particules énergétiques des ceintures datiadé dites "ceintures de Van Allen" & 3 ou 4 reyo
terrestres). Ces mouvements peuvent a leur toaipétiturbés, par exemple par des variations deeksion du
vent solaire sur la magnétosphere. Si ces pertarizase font sur des échelles de temps nettemestigthgues
que la période de rotation (ce qui n'est pas évidergénéral), on peut encore calculer un inva@albatique
J:=@, qui est le flux du champ magnétique terrestraets la trajectoire de dérive.

Des ordres de grandeur, pour la magnétospherestirerrades différents mouvements périodiques sont
donnés dans I'appendice C. On verra que ces odérgsandeur sont en général suffisamment bien &g paur
gue chaque mouvement puisse étre considéré comenparturbation lente du précédent. Ceci n'est finiste
pas toujours vrai pour les perturbations du derfiiuvement de dérive) qui peuvent se faire surédbelles
de temps du méme ordre de grandeur que la pérokle (

A la fin de ce chapitre, nous avons donc apprig@rchiner les trajectoires individuelles des patts
dans des champs imposés réalistes. Pour fairemésit de la physique des plasmas, il reste encsaedr en
déduire I'évolution des fonctions de distributioet(aspect statistique est I'objet du chapitreasujven déduire
les moments que sont les densités de charge eudant et boucler avec les équations de Maxwell.
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APPENDICE A. « VITESSE » DU CHAMP MAGNETIQUE

On a vu que l'existence du repéere magnétiggene doit rien aux trajectoires de particules : silent

entierement des équations de Maxwell : un champétégie uniforme n'est purement magnétigae Q) que
dans un seul repéfy ; dans tous les autres repéres, il est accomp#igné&hamp électrique = -VxB lié a la
vitesseVy du repere considéré par rappoR@ Dans un repére quelconque, on peut donc panher lsante de
"vitesse du champ magnétiymur parler de la vitesse a laquelle se déplac&epere magnétique” de~0.
Pour des champs stationnaires et uniformes, ondieutjue le champ magnétique "bouge" déskEg@ méme
si une photo des lignes de champ a deux instaotessifs donne strictement la méme topographidigtess de
force (ce n'est pas plus difficile que de définir le nemaent d'un solide homoggnautrement dit, il faut étre
conscient quée champ électrique "induit" par le mouvement exes méme sig(B)=0. Ce résultat, qui peut
paraitre un peu choquant sous cette forme, estgduranal : chacun sait qu'un bout de fil danslhiamp
magnétique uniforme n'est le siege d'aucune f.guand il est "immobile "alors qu'une f.e.m. appadat qu'il
existe un mouvement relatif entre la source du ghatie fil (notion de "flux coupé") : ceci sigréfbien que le
fil "sait" si le champ est “immobile” ou non, mérsieB est uniforme et stationnaire.

Le paradoxe apparent de ce résultat ne s’éclaieesglion réfléchit au probléme des sources du gham
comment se fait-il qu'il existe un repére ou la si#n volumique de charge est nulle (pour un problem
stationnaireE=0 = ©=0), alors que cette densité est non nulle dars [@siautres repéres qui possedent une
vitesseV par rapport a ce repere particulief£0 = g #0)? C'est qu’effectivement un corps qui est nedidnes
un repéren‘est en général pas neutdans les autres quand le systeme inclut des dsurgrar les formules
relativistes de changement de repérg dés qu'il existe un courant électrigyiest que la vitess&/ du
changement de repére posséde une composante lparallé courant j(v # 0). Cet effet est bien
fondamentalement relativiste (il repose sur lesngements de volume), maisexiste a I'ordre zéro en V/c
(comme celui qui changB en E). Si donc on crée un champ magnétique dipolaiézegun courani # 0
circulant dans un conducteur neutee@), on ne crée pas de champ électrique dans éeerenais il existe un
champ électrique dans tous les autres reperes.

Ces résultats, présentés pour des champs uniforpeesient également s'étendre a des champs non
uniformes (raisonnements locaux). Une conséqueacnmif'autres : le ghamp électrique de corotation des
planétes magnétisées. Une planéte conductricergei un dipdle magnétique est localement neutre tans
repére qui tourne avec elle. Il en découle quéndamp magnétique dipolaire qu'elle créé "tourne'tdaglanéte
(au sens précédent du mouvement d'un champ magegtiet qu'une particule située dans l'espace fjupie
distance de la "connait" ce mouvement sans intéiored'aucune collision mécanique, simplement dedifet
du champ électrique. Ce champ est alors dit "detaton” puisqu'il améne toutes les particules plu
exactement leurs centres-guides) a suivre le moemede rotation de la planéte.
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APPENDICE B : LA FORCE MIROIR

L’introduction de la notion de « force miroir » agfle pour la compréhension intuitive des phénoesen
Elle a été rencontrée a deux reprises dans cetohami’'une part pour interpréter I'existence dedé&xive de

gradient, et d’autre part pour interpréter I'exigte des points miroirs.

Dans ce cas d'un tube de force convergent, liréation de la force miroir est immédiate (figdf®). La
petite composant&B orientée vers l'intérieur du tube correspond @&davergence de ce tube. La force de

Laplace supplémentaire associée a cette composstndeientée vers le bas : c'est la force miroir.
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Figure 12. Force miroird-
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APPENDICE C. M OUVEMENTS DE PARTICULES DANS LA MAGNETOSPHERE

L’exemple magnétosphérique est un exemple privélggiur bien comprendre les mouvements de particule
dans un champ magnétique donné. Voici quelquesatidns sur cet exemple.

Points miroirs.

La position des points miroirs est facile a calculepour une particule d'angle d'attaqae on a
Sil‘lCJ’ZVD / vOBY2 puisque le modulav est constant en l'absence de champ électriquargiéneinétique

constante). On arrive au point miroir lorsqueTtv/2 (v,=0); si on connait l'angle d'attaque et le champ
magneétique a I'équaten, et B, le point miroir se situera la ol le champ magnéivautB = Bem(sin2 Oeg Il
sera donc d'autant plus bas que la particule patéduateur avec un angle d'attaque petit.

Cbne de perte

Toutes les particules qui ont a I'équateur un adgigaque plus petit qu'un certain angle d'attamjitiejue
0. descendent si bas qu'elles entrent en collisi@e &s particules de la partie dense (et doncsamtinelle) de
la haute atmosphére ; elles ne remontent pas etdson “perdues”. Ceci concerne toutes les padidiont la
vitesse est dans le cdne d’angle au sonumequi est pour cette raison appelé “cone de péfiglire 13a). Les
observations des fonctions de distribution magmdtésques montrent effectivement que cette régien d
I'espace des vitesses est généralement vide (ficRloe

point miroir

/

f(vinv)

v>0:
perticule descendant

v<Q: A/_

perticule remontant
vers lesB faibles
(retour vers I'équateur)

vers les B forts

vitesse 3
I'équateur

Figure 13a. Trajectoire d’une particule dans le
plan v-vs

Vir

Figure 13b. Fonction de distributicawec céne d

perte(isocontours)

Ordres de grandeurs des échelles de temps pourdgmétosphere terrestre

Pour des particules de 50 keV a LR:Jceintures de Van Allen), on a :

Mouvement électrons protons

cyclotron Tc=50ps (20 kHz) Tc=0.1s(10 Hz)
rebond Tp=1s Tp=50s

dérive Tdg=4h Td=4h
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Une conséquence des deux premiers invariants : isropie de température dans la magnétosphére.

Quand on suit les particules venant de la queuea degnétospheére et convectant en direction defeT
leurs énergies perpendiculaire et paralléle vagentespectant respectivement les premier et seogadants.
Ceci améne I'énergie perpendiculaire a augmenteryile que I'énergie paralléle, car :

v? varie commeB, c'est & dire environ commé si le champ est & peu prés dipolaire.

v, varie commél,”, c'est & dire environ comnhg”, soit & peu prés?.

On voit ainsi quev? varie plus vite quey,® (la démonstration est approximative et incomplétajs le
résultat est réel). Cette différence entre les gd@grcinétiques paralléle et perpendiculaire deticpges se
retrouve entierement sous forme d’agitation theumi@pas de vitesse dirigée importante), et il signsne

anisotropie notable des températures dans la nasptére T>T),.
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CHAPITRE 3. THEORIE CINETIQUE DES PLASMAS

La théorie cinétigue a pour but de déterminer Iétion des fonctions de
distribution des particules dans le plasma, perardtune approche plus globale du
milieu que la description des trajectoires des jales individuelles vues
précédemment. Dans ce chapitre, nous introduiseasoltils statistiques de base
que sont les équations cinétiques.

1. FONCTION DE DISTRIBUTION D 'UN PLASMA

La notion de fonction de distribution est intro@uitn physique statistique. La définition dans @sipla ne
differe pas de celle dans un gaz parfait par exenipg¢anmoins les propriétés d'un plasma de powdtoér par
exemple sans collisions, ou d’étre fortement dorpi@éles champs électrique et magnétique améneceain
nombre de spécificités qui méritent d’étre étudi€s ailleurs la description cinétique d’un plasesaun outil
théorique et numérique puissant pour analyseriéa@meénes physiques.

a) Définition

La description la plus simple gu’on puisse fairardplasma est de le considérer comme un ensemble de
particules individuelles. Pour décrire I'évolutiadu systéme, on applique le principe fondamentallade
dynamique a chacune. L’intégration des équatiofférdntielles obtenues permet de calculer la ttajsx de
chacune. Le probléme n’est cependant pas complatesimeple puisque parmi les forces qui agissentbague
particule, la force électromagnétique joue un ndiportant et que cette force dépend des positiesgdrticules
par le biais des densités de charge et de colrantre complication vient évidemment du nombre argnt de
particules. On peut tenter de caractériser diregttirensemble d#l particules de la maniére suivante :

On caractérise_une particutar une densité numériq@éi) (t,x,v) définie dans tout I'espace. La densité

¢S) est une fonction scalaire du temps et de la posifians I'espace des phases (espace a 6 dimeugisns

positions physiques et des vitesses) ; elle estidgbar le fait qu’elle est nulle partout saufda se trouve la
particule d’indicd, et que son intégrale sxietv est égale a 1 (c’est a dire au nombre de par§gulgn pourrait
par exemple modéliser cette fonction de densité pbaque variable par un créneau de largeeirde hauteur
1/e. On se contentera, autant que possible, d’'unaigéso en termes de particules ponctuelles Q) ; dans ce
cas, la densité n’est pas une fonction ordinaidgsrelle peut s’exprimer par des distributions dad:

Ot =lx—x ®)] olv - v; )]

Considérons maintenant lapepulation» constituée d'un ensemble departicules. On peut a nouveau
définir une densité numérique pour la population

I

Il s’agit encore d'une densité numérique, mais danespace aNsdimensions, c'est a dire en un nomre
de positions(; = {X1, Vi}, X2 = {X2, V2},-. -, Xn = {Xn. Vn} €gal au nombre de particule€omme précédemment,
elle est normée (intégrale égale & 1) mais ellstmen nulle que si leN pointsyj correspondent simultanément
aux positions exactes dBsparticules.

La donnée depy contient évidemment beaucoup plus d'informatiom’®m ne peut en manipuler. Il faut
réduire le nombre d’informations en considérantiégsité erun point X (i.e. dans un espace des phases de
dimension 6) due a n'importe laquelle tegarticules :

ba(t.X)

Elle s’obtient par intégration de la densité prér#d sur les N — 1 positions restantes. Elle mestnulle
gue s'il existe une particule en chaque posijjoMais elle ne s’exprime plus comme un simple pibdes ¢(§')
. il y a sommation sur un grand nombre de comboras, puisque chaque particule peut se trouvehaoua
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des point. La sommation sur toutes les combinaigsh évidente et donne simplemergdanmedes densités de
chacune des particules :

N
5= 300
i=1

La Figure 1 illustre ce a quoi pourrait ressemioiette densité numérique ramenée a une fonctioned’un
variable position, en intégrant sur la vitesse s€tme grandeur extrémement fluctuante, de méméequieamp
électriqgue associé. Le champ est renforcé quangasse a proximité d'une particule. Ces fluctuatitmes
locales ne sont pas utiles a connaitre si I'on geuntprendre le comportement global du plasma.tlbeaucoup
plus simple et opérationnel de prendre une apprstdtestique et de remplacer une description exaateune
description probabiliste. On définit donc la fooctide distribution, comme le hombre moyen de paggdans
un petit volume de I'espace des phases autour giasition et d’une vitesse donnéfs, x, v).

dn=f(t, x, v)d*v d

& E,

X X

Figure 1. La densité exacte et le champ électriguies’en déduit sont des
guantités trés fluctuantes.

La fonction de distribution est une fonction a Fiables, 3 variables dans I'espace des positiordars
I'espace des vitesses. Il faut noter que dans asnm il y a nécessairement plusieurs populatiansy@ns une
de charges positives et une de charges négativgsaidonc autant de fonctions de distributions giee
populations.

Si on veut déduire de la fonction de distributiardensité de particules en un point de I'espacatégre
sur toute la distribution en vitesagt,x) = [[[ f(t,x,v)d3v, oud3v est un élément de volume dans I'espace
des vitesses. On voit qu'il y a moins d’'informatidans cette fonction de distribution que si on @issait la
position exacte de toutes les particules, maisehya beaucoup plus que si on ne connait que Isitdetes
particules en un point de I'espace. Deux fonctidasdistribution trés différentes peuvent avoir lanme aire
sous la courbe et donc la méme densité (Figure 2).

Les autres grandeurs fluides se déduisent de $potles moments d’ordre 0, densité, d’ordre ks,
etc..... (voir chapitre 1). On voit sur la Figureude fonction de distribution d’'une population quirse vitesse
moyenne (a gauche) et une fonction de distribugjieincorrespond a la superposition d’'une populationrepos
avec un faisceau de particules qui a une vitessenme.

b) Mesure expérimentale de la fonction de distritmrt

La fonction de distribution n’est pas une notioédtique éthérée : si on place un détecteur decpbasi sur
une sonde spatiale, ce qu'on mesure n'est paglogmé de la fonction de distribution. Parmi lestiuments de
mesure des particules dans un plasma on peutestsondes de Langmuir qui donnent acces a latdestsi la
température du plasma, les coupes de Faraday cuirenée courant et enfin les analyseurs électigsted qui
mesurent le flux de particules a une énergie domnhékans une direction donnée. On peut facilenmalirrie
flux mesuré par un analyseur électrostatique anatfon de distribution en vitesse et donc obtknfonction de
distribution a partir de ses mesures (Figure 3)pfégcise le lien ci-dessous.
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f(Vx) A f(V_x) A

Figure 2. Deux fonctions de distribution qui donhlenméme densi

Soit J(E, a, x) le flux mesuré a une énergie enkE et E + dE, dans un angle solidd® autour de la
direction d'arrivéex et & la position de l'instrumex. On a dond(E, a, x) dE d@=vdn.dn = f d®v = fi’dvd si
on se place en coordonnées pola

e et

feuille de BRI }15 "
carbone | o T or T I-
E kY 7_: — r

Figure 3. A gauche schéma de principe du spectnmentit masse ioniqgue MSA qui va voler a bord de
Colombo. La partie supérieure (hémisphérique) peldfaaalyse en ane d’arrivée et en énergie. La par
inférieure est un analyseur a temps de vol qui p¢che déterminer le rapport m/q de la particulelenc se
nature. A droite photo de I'instrument qui permetwbir la symétrie cylindrique et les fenétres d'éa dis

particules.

2
CommeE = m/2, on adE = mvdv Finalement/ = %f et on a une relation trés simple entre le

mesuré et la fonction de distribution. Cette app@esimplicité cache certaines difficultés techeguPou
obtenir une fonction de distribution il faut faivarier la position (c’est lposition de l'instrument), I'énergie
langle d'arrivée. Pour faire varier I'énergie iiffit de faire varier la différence de potentieltrenles deus
plaques hémisphériques qui constitue I'instrumeair (Figure 3, schéma de gauche). Pour faire r I'angle
d'arrivée, il faut autant de petites fenétres qlangles d'arrivée, ce qui limite nécessairementésolution
angulaire (Figure 3, photo de droite). On voit agsge ces angles d’'arrivée sont tous dans un plam¢ pout
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accéder a toutes les directions possibles, il mitt plusieurs instruments, soit mettre I'analyssur une
plateforme qui tourne. Ce type d’instruments perfaetnesure des fonctions de distribution des pagsc
(électrons ou ions suivant le signe de la difféeethe potentiel) dans I'espace depuis la fin degesi960.

c¢) Cas particulier de la distribution maxwellienne

Pour un milieu homogéne et stationnaire, la fomctie distribution en vitesses la plus connue est la
distribution maxwellienne ou distribution de MaxWBbltzmann (écrite ici pour un espace a 3 dimamsjo

_lv-uP

n V.2

f(V) = —as——e 2
(277)¥2v 3

Sa réputation vient de ce qu’elle représente latfon de distribution des vitesses dans un gazajarh
équilibre thermodynamique. La statistique qui stausd cette fonction de distribution est le modéloules de
billard » ou les atomes du gaz sont en interaaiisiquement lors des chocs, lesquels dominent laighg du
systeme. Dans un plasma, on a vu au chapitre lequmllisions ne dominent pas toujours la physieugue si
elles sont présentes, ce sont des interactiongr@séatiques, donc a longue portée. La fonctiomideribution
n’est donc pas forcément maxwellienne. En pratmu@eut résumer les cas de figures rencontrés iaféere
suivante : dans un plasma froid (ou des neutres m@sents) ou collisionnel, la fonction de digitibn est
maxwellienne ; dans un plasma non-collisionnek ekut avoir des formes treés différentes. L'exentplplus
simple de fonction de distribution non-maxwellierest ce qu'on appelle la bi-maxwellienne. Dans lasmpa
rendu trés anisotrope par un fort champ magnétigurest pas rare d'observer une distribution ande
températures, une dans la direction paralléle amphet I'autre dans la direction perpendiculairezamp :

f(w:%e iy e 2Vigs
(277) ViniViho

Un autre exemple théorique de fonction non-maxemtlie est donné sur la Figure 2 a droite. On peut
l'interpréter comme une population maxwellienneaguklle s'ajoute un faisceau de particules de sates
positive. La Figure 4 montre une fonction de disttion mesurée expérimentalement, clairement non
maxwellienne.

2. EQUATIONS CINETIQUES

Les équations cinétiques sont les équations d'éeolude la fonction de distribution. Elles sonta |
fonction de distribution, ce que le principe fondantal de la dynamique est a une particule indiidu&lles
sont d'ailleurs déduites de ce principe fondameiités ont la forme générale suivante :

0,(f)+ v, (f)+<a>0,(f)=d,(f),

Le premier membrefait intervenir le gradient standard (dans I'egpdes positions) et le gradient dans

'espace des vitessed], (f) =ieX +iey +iez. I fait aussi intervenir le principe fondamentd la

ovy ov, ov,
dynamique moyenné, c'est-a-dire dans le cas ouss@ukrviennent les champ électromagnétiques :
<a> =g/m(<E> +v x<B>), c'est a dire leshamps moyensLe second membre tient compte du rble des
fluctuationsréelles des champs et des positions des partidutes la Figure 1), c'est a dire, en fait des
collisions Suivant les approximations faites pour décriréecee de collision, I'équation porte un nom propre
différent : Boltzmann, Vlasov, Fokker-Planck, etc....

Equation de Boltzmann

C'est la plus ancienne des équations cinétiqueg7(18ar laquelle Boltzmann a apporté la premiere
interprétation cinétique de I'hydrodynamique. litfdeux hypothéses essentielles: (i) les intevastientre
particules sont toutes binaires (pas de collisiar3 corps) et élastiques et (ii) on est en préseecehaos
moléculaire (il n'y a pas de corrélations entrevitesses des deux particules qui entrent en @milisLe terme
de collision est estimé par un modéle "boule diardil, c'est a dire un potentiel d'interaction aul dela d'un
certain rayon et un cceur dur en deca. Sous ceshages le terme de collision s’écrit de la mansgéigante :
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0(f)e = [d%vid®vlv, ~vifo(f (vy) F(v) = F (V) F(v,)

f(v)
(1078 s3/m®) ,,

Phase space density
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Figure 4. Fonction de distribution des électronssomée dans I'environnement de la Terre par I'ingtent
PEACE a bord de Cluster (mission ESA). La partiség au centre n’est pas accessible a la mesure. Le
pointillé représente la fonction de distributionrpendiculaire, approximativement maxwellienne. riaét fplein
la fonction de distribution paralléle au champ magque. On voit clairement deux faisceaux d’'élecsrde
vitesses opposées, ce sont des particules accglguéescillent entre deux points miroir du chamggmétique
terrestre (avec I'aimable autorisation de D. Fomia).

Les vitesses avant et apres le choc sont représeste la Figure 5. Le fait que la collision sdéséique
impose que la vitesse relative des particules ehttans le petit volume de I'espace des phaseg eellies
sortant soit identique. La section efficace deisiolh o est aussi supposée identique dans les deux cas. La
fonction de distribution dépend aussixdet det, mais ils n'ont pas été indiqués pour allégerritéce.

La question qu'on peut se poser légitimement estal®ir si la fonction de distribution de Maxwell-
Boltzmann est solution de I'équation de Boltzmaha. réponse est oui si I'on suppose que le milieu es
homogeéne, stationnaire et non soumis a des forxEsieures. Dans ce cas, tous les termes de galehe
I'équation sont nuls et le terme de collision dfmnc étre nul aussi. On obtient alors :

Fva) f(vo') = f(vy)f(vy)

Si on prend le logarithme de cette expression,amstate que hdoit étre un invariant lors de la collision
des deux particules, ce qui implique qu’il soit wwnbinaison des invariants déja connus pour ufigsioa
élastique, la quantité de mouvement et I'énergiét@gue. On aboutit donc bien a une forme maxwetkepour
f(v). Mais ceci semble nous éloigner un peu des plaspuasqu’on a vu que cette interaction de typewdde
billard » n’est pas vraiment représentative desyautions a l'intérieur des plasmas, sauf danadedtun plasma
froid ou les neutres jouent un réle important. N#ams il est important de noter que la distributienMaxwell-
Boltzmann joue un r6le particulier puisque c’estdeme vers laquelle tend toute fonction de distiiln, dans
un milieu homogéne et stationnaire, des lors guéldes collisions.

Figure 5. Vitesses des deux particules qui enteentollision avant et aprés le choc élastique. &gt gube
représente le volume de I'espace des phases suellegt fait le bilan des entrées et sorties dmeede
collision de Boltzmann.
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b) Equation de Vlasov

L’équation cinétique la plus simple est I'équatamViasov.
o, (f)y+vO,(f)+<a>0,(f)=0

Elle consiste simplement & considérer que le secogmaibre est nul, c’est a dire que le plasmasass
collision. Dans cette équationas représente I'accélération moyenne due aux champgéns” ou "collectifs",
et le second membre est nul : les particules sonteyenne trop loin les unes des autres pour qus le
interactions binaires jouent un réle notable (clestas de beaucoup de plasmas peu denses). Osuvdi
forme de I'équation de Vlasov que n'importe queimction de distributiorf uniforme et stationnaire est
solution avec un champ collectif nul (éventuellemamstable mais solution tout de méme). La forme
maxwellienne ne joue donc aucun role particuliersdee cas, méme si elle est solution de I'équation.

¢) Equation de Fokker-Planck

Elle prend en compte le fait que dans un plasmeacddissions sont coulombiennes. Le libre-parcours
moyen étant proportionnel , est proportionnel & (voir chapitre 1) les particules de grande vitesseun
libre-parcours moyen plus grand que celle de failitiesse ; elles sont moins affectées par lessiofis. Ce
phénoméne est illustré sur la Figure 6 (partietdyailes trajectoires sont toujours « lisses »ilcaly a pas de
réel choc, les trajectoires des particules de hauatrgie sont quasiment rectilignes, alors queesetles
particules d’énergie initiale plus faible sont wugplus perturbées. Mais on en voit jamais sutrégectoires les
«a-coups » qu’'on voit sur le champ électrique Yaisinage d’'une particule). Ce n’est jamais ce gham
localement trés fort qui détermine la trajectoiend particule.

Figure 6. Champ électrique (a gauche) et trajecsides particules (a droite), suivant que leursgte
initiale est grande (en haut) ou petite (en bag).\@it des pics trés forts de champ électriquecguiespondent
au passage tout prés d’'une particule. Par contranervoit pas d'effet de ce champ sur la trajectojvéreste
toujours lisse. (Figure tirée de Collisionless Rtass in Astrophysics, by Belmont, Grappin, Mottemntellini

and Pelletier, Ed Wiley, 2013)

Le terme de collision au second membre de I'éqnatimétique est calculé en tenant compte des
interactions coulombiennes binaires corrigées garaffets collectifs d"écrantage”. Les intégralescollision

sont coupées)p, considérant que la corrélation entre deux pdescoe va pas au-dela.

48



CHAPITRE 4. M ODELISATION FLUIDE DES PLASMAS ET LIMITE MHD

Pour résoudre un probléeme de physique des plasthaiisation d’'une équation
cinétique est souvent trop lourde, méme numérignenp®ur étre envisagée. On
tente alors de remplacer cette équation différdietigui porte sur la fonction ¥ et
sa dérivée par rapport &, par un systeme d’'équations algébriques qui neepbr
gue sur un petit nombre de quantités scalaires. iemtités seront les premiers
moments de la fonction de distribution f, c’'estide des quantités macroscopiques
densité, vitesse, pression... ; on les qualifiergdadeurs « fluides ». De méme, on
appellera « équations fluides » les équations @lient ces grandeurs entre elles.
Nous verrons qu'il est dans le cas général nécessdiintroduire un systéeme
d’équations fluides pour chaque « population » dlasma; sous certaines
approximations, nous verrons que ce systeme «-fluitte » peut étre réduit a un
systeme plus simple, « mono-fluide » : le systeagn¥tohydrodynamique (MHD).

1. DEFINITION DES GRANDEURS FLUIDES
a) Les moments de la fonction de distribution

Au cceur d'un plasma constitué généralement d'électet de plusieurs espéces d'ions, considérons une
"population”, c'est a dire, comme au chapitre iBaporte quel ensemble de particules identiquesomoins de
méme rapporg/m Les différentes grandeurs fluides se définissmmhme les moments de la fonction de
distribution.

densité&

impulsion:

- 3
pressioncinétique: n _,[ f(v)d“v

nmu :jmvf (v)d3v
flux dechaleur:

P = [m(v-u)v-uf (v

Q = [ m(v-u)(v-u)(v-u) f ()dy

Ces différents moments avaient déja été présentits ld chapitre d'introduction, mais seulement dans
cas mono-dimensionnel. Les notations tensorielbes féférence a I'ordre du tenseur (deux barres pou
tenseur d’ordre 2, trois pour un tenseur d'ordrell3) a un jeu de moments par population, dongrénimum
deux, pour un plasma globalement neutre.

b) Définitions de la pression et équation d’état

Le tenseur de pression cinétique défini ci-desstis@ que nous appellerons simplement « pressitans
la suite de ce cours, en omettant I'adjectif « i ».

Remarquons d’'abord qu'il s'agit du moment « cemtrdv-u)(v-u)>. La pression ne prend donc en compte
que les différences de vitesse par rapport a &ssit moyenne (fluide) ; elle mesure donc les fatins de
vitesses dans un repére dans lequel le fluidelelsalgment au repos (c’est donc une grandeur inigpee de
la vitesse du repere).

Lorsqu'on a I'occasion d’utiliser le moment non trér mvv >, il vient s’ajouter un terme qu’on appelle
pression «dynamique » P, =NMUU :

nm< vv >=nm< (v —u)(V —u) > +nmuu=p + p,
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Le tenseurp est ce qu’on appelle aussi en d’autres contertesdnseur des contraintes. Etant donnée

une surface élémentaids, le vecteurp.8S représente, dans le repérews 0, leflux d’impulsion volumiquea
traversdS, chaque particule qui traverse la surface appbategc elle son impulsion.

Considérons tout d'abord le cas d’une fonction ridution isotrope (dans le référentiel dans Emga
vitesse moyenne est nulley(w) = f(w,)f(w,)f(w,) avecf(w,) = f(w,) = f(w,). On a introduit pour
simplifier la notationw = v — u. Les indicex,y,zfont référence aux composantes de la vitesse wlanspére
cartésien. D'aprés la définition du tenseur de goes;

Pxy = fmeWyf(Wx)f(wy)f(wz)dwxdwydwz =0,

puisque la fonctiorf (w) est par définition de moyenne nulle. Le méme raisment s'applique aux autres
termes non diagonaux du tenseur, nuls eux ausderiseur de pression est donc diagonal dans lesaiaspe.
On peut calculer la valeur des termes diagonaux :

Dxx = fmW)?f(Wx)f(Wy)f(Wz)ddeWydWZ =nm < WJ? >

ici encore, la distribution étant isotrope, or av; > = < w; >= < w7 > et on voit que le tenseur de pression
se reduit a un scalaipeque multiplie le tenseur identité. On définit useielent latempérature cinétiqu& (on
parlera aprés simplement de température) commeopiopnelle a la moyenne quadratique de la vitesse,
<wg>=<wy>=<w;>= kzT/m. On voit donc que cette définition induit, dans das isotrope,
I'équation d’état liant densité, température espien scalaire

p = nkgT

Dans le cas d'undéonction de distribution totalement isotrgple flux d'impulsion résultant est donc
toujours colinéaire au vecteur normabS: p.0S= pdS (comme on en a I'habitude en thermodynamique),

puisque le tenseur de pression est réduit & unssipre scalairep = pI=. Au contraire, chaque fois que

I'impulsion résultante peut posséder une composanti®gonale &S (i.e. paralléle a la surface), la pression est
un tenseur complet comme en présence des foragsaldement ou comme dans I'exemple de la figurBdns

un plasma collisionnel, dont I'état d’équilibre emlieu homogene est une fonction de distributisstrope et
maxwellienne, ce sont les inhomogénéités du mitigu peuvent créer une anisotropie de la fonction de
distribution ; celle-ci est alors trés petite maisut jouer un réle important, puisqu’elle est esable des effets
de viscosité (elle se manifeste par I'apparitiontefenes non-diagonaux, ditsde viscosité> dans tenseur des

contrainte® ). Dans un plasma sans collision au contraire ékests a l'isotropie peuvent étre importants et
exister méme en milieu homogeéne.

5f=p .68

\
\,

-V

v

Figure 1. Exemple simple d’'une pression non scaléi les particules ont toutes I'une des deuxssés
#V (en nombre égal dans chaque sens), la fonctiaistebution est dite « bi-faisceaux ». Le flux net
d’'impulsion ¢ est alors nécessairement porté par la directiomomine a toutes les impulsions individuelles et
il n'est donc pas colinéaire &S.

Dans la suite de ce cours, nous considérerons tedkament le cas de milieux isotropes, et donc de

pressions scalaires, ceci dans le but d'allégend¢ations et d’éviter les calculs tensoriels, pglivent s'avérer
lourds, sans étre essentiels a la physique quevalisns décrire.
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c) Energie cinétique

L'énergie cinétique de chaque particule étantrii@, elle apparait comme la demi-trace du tenseor.
L'énergie cinétique par unité de volume est doncsdmme de deux termes, correspondant aux pressions
cinétique et dynamique définies au paragraphe geftédont les expressions se retrouvent simpledems le
cas isotrope :

Energie thermique : Ey = SnkBT

Energie dirigée : E; = %nmuz

Il est a noter que les notions d’énergie dirigéetloermique n’ont pas une nature « absolue », mais
dépendent de la maniére dont on choisit de séparsemble de particules en « populations », chadécrite
par ses propres grandeurs fluides. L'exemple detifam de distribution présenté sur la figure jstre ce fait :
On peut choisir de décrire ce systéeme soit comrmg flésceaux monocinétiques (i.e. de températulie)nsoit
comme une population globale qui superpose les.deeiqui était pression dynamique (et énergie éijglans
les populations séparées devient pression cinéfafuergie thermique) dans la superposition.

Pour chaque faisceau : w A Pour I'ensemble des deux
n n faisceaux :
, nmif =0
nmu? = nmV v v
p=0 Py = 2nmV?

Figure 2. Dans un plasma sans collision, les p@ssidynamique et cinétique de deux populations ne
s'additionnent pas séparément, mais la pressiaidast bien additive.

En général, ni la pression cinétigpeni la pression dynamiqueu’ ne sont donc des grandeurs additives
séparément : seule leur somme est conservée damgdgoosition. L'additivité est malgré tout regpeadans un
cas particulier : c’est celui ou toutes les popatet regroupées ont la méme vitesse fluide (orvienelra plus
loin dans ce cours) ; c'est en particulier le cassdun milieu collisionnel et ceci justifie alotenhploi de la
notion de« pression partielle».

2.EQUATIONS D’'EVOLUTION DES GRANDEURS FLUIDES

Les équations cinétiques régissant I'évolutionadf®hction de distribution d’'une population donrjéaee
ou plusieurs populations d'électrons, différentggeees ioniques) s'écrivent, comme on I'a vu apitiea3 :

8 (1) +v.O,(1) +LE+vxB)O,(1) = -0,(f).

et different par I'expression du terme de collisi@elui-ci est nul dans les plasmas sans colligguation de
Vlasov), mais il est plus généralement une fonctieria fonction de distributiofft,x,v). On appelle "équations
fluides" les équations de transport (cf. Appendigayui relient entre eux les différemsomentsde la fonction
de distribution par rapport a la vitesseéNous allons montrer qu’on tire facilement w#te infinie d'équations
fluides a partir de I'équation cinétique écrite ci-dessus.

a) Equation de transport de la densité (conservatiu nombre de particules)

Pour obtenir I'équation de conservation du nomlee particules, ou transport de la densité, il suffi
d'intégrer I'équation cinétique par rapport.al’intégrale des deux premiers termes fournit irdratement
0, (n) + O.(nu) : il suffit pour cela d’utiliser directement lestégrales du paragraphe 1.a définissestnu, en
n'oubliant pas que les variablesx etv sont indépendantes et que les dérivées tempostligsatiales peuvent
donc étre sorties des intégrales. L'intégrale disi&me terme donne identiquement zéro (les chaigasrique
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et magnétique ne changent pas le nombre de padjcupour le terme e, cela vient, aprés intégration, de la
nullité def pour les valeurs infinies de la vitesse ; poutelene enB, cela vient de la périodicitér2de la
fonction de distribution par rapport a la gyropHase

A priori, on ne sait pas calculer I'intégrale du terme disgan tant que I'on n’a pas effectivement exprimé
ce terme. Néanmoins, on sait d’'avance que cetégriale sera identiquement nulle pour tous les tygmes
collisions qui conservent le nombre de particubesgui est le cas tant qu'il n'y a pas de réacthimiques (cas
qui ne sera pas traité dans ce cours).

L'équation de transport de la densité, encore @gpeléquation de continuité » s'écrit donc, comméeo
sait en hydrodynamique :

0;(n)+0.(nu) =0
b) Equation de transport de I'impulsion

Pour obtenir I'équation de transport de l'impulsibriaut multiplier I'équation cinétique de dépaarmv
avant de l'intégrer (pour obtenir celle de la pi@ssil faut multiplier I'équation cinétique pan(v-u)(v-u) avant
de l'intégrer, etc. Nous ne détaillerons pas icistaes calculs). L'équation de transport de I'irspan, dans le
cas d'une pression scalaire, s’écrit :

d;(mmu) + V(nmuu + p) —nq(E+u xB) =F, — Vp,

qgu'on peut réécrire, en utilisant l'identi®(nmuu) = nm(u - V)u + muV. (nu) et I'équation de continuité,
sous la forme plus usuellement rencontrée en hydardique :

nmdu+nm(u - V)u+ Vp —ng(E+uxB) =F, —Vp,

Le second membre de cette équation de transpanhesntégrale, pour la population considérée edmée
de collision de I'équation cinétique. Il est le pkouvent nul ou négligeable. Arrétons-nous touméene un
instant sur sa signification, car il constitue €udes voies par lesquelles les collisions influsat le
comportement du plasma. Nous avons séparé le secemibre en deux parties : le premier teffgeeprésente
les forces de friction de la population considéaéec les autres populations et il peut effectivenenpas étre
négligeable : c'est par exemple le cas de la fdeckiction avec les ions quand on considére levement de la
seule population électronique, et dans ce cad,a@egui introduit la notion importante désistivité Le second
terme —Op, représente les forces deression interparticulaire», exercées par les différentes populations de

particules sur la population considérée.
¢) Transport de I'énergie

Comme nous I'avons vu, I'énergie cinétique porgielgs particules est la somme de deux termesriia
thermique et I'énergie dirigée.

- énergie thermique

On obtient I'équation de transport de I'énergieritigue en multipliant I'équation cinétique par
m(v- u)(v - u) et en intégrant sw. Pour une pressignscalaire (plasma isotrope), on obtient :

at@ p) + D[g pu + qj =u.0(p)

ou qest le vecteur flux de chalurOn a négligé ici les termes provenant des cofisi On remarquera
gu'aucun terme provenant de la force de Laplacepaeait : Ceci vient du fait que la force de Laplae

" Pour le voir, il faut écrire le termgv x B).0,(f) en coordonnées cylindriques dans I'espace desseisgv, ,v,4)
et constater qu’il est simplement proportionn@fa/ d¢ . Ce terme est donc identiquement nul dans le eagdbnction de
distribution gyrotrope, ¥ xB et 0, (f) sont orthogonaux). Plus généralement, il donntos zéro par intégration sgr

8 par sa définition, on voit gueest défini a partir de par une sommation sur les deux derniers indiggs=3 Qj;
i
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travaille pas ; elle opére des échanges entrenpslisions dans différentes directions, mais a éaegnstante.

Si, de plus, on peut admettre que les variatiomsidérées sont adiabatiques (divergence nullewudé
chaleur : 0(q) =0), cette équation de transport de I'énergie themmigeut s’écrire sous la forme encore plus
simple (et bien connue) d’'une relation entre pogssi densité :

d (p/n®%)=0

On laisse au lecteur le soin de vérifier ce réguliatitre d’exercice. On reconnait, sous cettenfgr
"l'équation d’état" des transformations adiabatijea thermodynamique (pour des particules sanse digr
liberté interne). On comprend au passage pourguidteur 3 qui apparait dans la puissance 5/Zoeute que
de I'nypothése de pression scalaire dans un espaoes dimensions, c'est a dire de I'hypothes®lipie du
milieu. On notera aussi que cette loi n'est cegtaent pas valable en général dans un plasma msémeétn
collisionnel ouB introduit naturellement une direction d'anisoteofet ou la pression n'est donc pas scalaire).

- énergie dirigée

Il suffit, pour trouver I'équation de transport knergie dirigée, de multiplier scalairement pdiéquation
d'impulsion. On obtient, pour une pression scal&ten négligeant les termes collisionnels :

u? u?
0, nm; + 0, nm;u =-u.0(p) + nqu.E

- énergie cinétique totale

La somme des deux équations précédentes (énemgmitfue + énergie dirigée) décrit le transport de
I'énergie cinétique totale qui s'écrit, dans le @plus simple (collisions négligeables, pressicalaire) : :

u> 3 u> 5
0, nm—+—p |(+0| v(hm—+—=p)+g | =nqu.E
t[ L ( > 2|0) q u

Le termenqu.E, c’est a dire le travail des forces de Lorentz, idédertransfert d’énergie du champ vers les
particules. On peut I'écrirgE (cf par exemple I'effet Joule) en appelamé courant (partiel) dd a la population
considérée.

3. EQUATIONS DE FERMETURE
a) Domaine de validité des équations fluides

Le systeme infini des équations fluides se dédgiureusement de I'équation cinétique et ne suppose
aucune approximation supplémentaire : chaque équde transport est aussi exacte que I'équaticftigire
d'ou on I'a tirée. Mais I'équation de transportntbment d'ordre 0 (densité) fait intervenir le motnd'ordre 1
(vitesse), I'équation du moment d'ordre 1 faitrveair le moment d'ordre 2 (pression), I'équationndoment
d'ordre 2 fait intervenir le moment d'ordre 3 (flde chaleur) etc... Pour disposer d'un systémeenant un
nombre fini d'équations, il faut tronquer cetter&iréhie d’équations. Cette troncature implique bgpothése
sur le comportement du dernier moment introduitsdensystéme fini d’équations fluides. Cette hypsthest
nommeée équation de fermeture, et contient les appations physiques.

Le probléme fondamental des modélisations fluidgsdenc celui de I'équation de fermeture. Comment
tronquer raisonnablement le systeme infini des #ope fluides ? Puisque la méthode consiste a riegaue
les n premiéres équations fluides exactes (ave@ssez petit), comment choisir la+(Q)"™ équation,
approximative, qui est supposée remplacer a dlile $infinité des équations fluides suivantes ?grebleme se
pose en des termes trés différents selon que leunabt collisionnel ou non. Dans le plasma qusesvent un
milieu non-collisionnel, il s'agit de faire des apximations au coup par coup, et de les justifi@rsqu'aucune
approximation n'est valable, il faut se résigneaigonner sur I'équation cinétique compléte ellene@&t non pas
sur un systéme fluide plus simple.

Il faut donc se souvenir qu'on ne peut utiliserdgsations fluides que dans les cas ouétpmtions de
fermeture du systeme sont justifiées. Le principal contedd®s lequel de telles conditions sont justifiéds es
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celui des wariations lentes» dans leplasmas magnétisédemps caractéristiques beaucoup plus longs que le
gyropériodes, échelles spatiales beaucoup plusigsague les rayons de Larmoomme nous le verrons dans
les parties 4 et 5 de ce chapitrd_a figure 3 donne une illustration de l'inforntat contenue dans une
description fluide comparée a celle qui est corgdedans une description cinétique pour le méme gnobl
physique (en I'occurrence un choc créé par lasaur plus d’'information sur les chocs voir le chepif). De
facon analogue dans le plasma non magnétisé omapotiliser une fermeture dans certain cas ou ¢belées
spatiales sont grandes devant la longueur de Debye.

pELTH

400

n

loncersiy 10¢ ar?

v

Figure 3. Calcul d’'un choc avec deux simulationmBaques différentes : a gauche un modele fluide et
droite un modele cinétique. On retrouve bien lecchur les tracés de la densité ionique dans le fiay)
(figures du haut). La simulation cinétique permetndettre en évidence des ions qui sont réfléchitepzhoc
(figure du bas), ce qui est impossible a décrirecarne simulation fluide.

Nous donnons ci-aprés des exemples d'équationseigeefure dans des cas simples et fréquemment
rencontrés. Nous nous limitons au cas, la encorglue usuel, ou on ne conserve que les trois premié
équations fluides. Trouver I'équation de fermettmesiste donc en trouver une forme approximatiéguation
de transport de I'énergie, en faisant une hysalsdir la forme du flux de chaleur.

b) Pression isotrope

Dans le cas le plus simple d’'un plasma isotropasmvons vu que le tenseur de pression est scalaire
p 0 O
p=|0 p O
0O 0 p
Une seule relation de fermeture est alors nécesddine équation d’énergie compléte, avec une forme
approximative du flux de chaleur (type loi de Fedripeut fournir cette équation de fermeture. Damsas le
flux de chaleur est un vecteur qui dépend du gradie température et vaut :

g =-«U(T) (loi de Fourier x = conductivité thermique)
Cette équation constitue umguation de fermeturenaturelle, puisque le troisieme moment (le flux de
chaleur) est ainsi exprimé en fonction de la temjuge, c'est a dire des premier et deuxieme monfpaisque

p = nk,T). Le systéme infini des équations fluides est daimsi limité aux seules trois premieres, faisant
apparaitre densité, vitesse et pression.

54



On peut aussi souvent se contenter d'une relatdiemineture de forme polytrop@/m’ = constante =1 :
isotherme,y= 5/3 : adiabatiquey= 3 : adiabatique & une dimensigrs  : incompressible, ..%) Le choix des
indicesyest généralement empirique.

Dans un plasma non-collisionnel, I'approximationisdtropie est généralement difficile a justifier
rigoureusement sur le plan théorique. Mais l'exgmé@ montre que les fonctions de distributions trop
anisotropes sont souvent instables et que, ménfiale®nce de collisions, un plasma ne s'éloigngestypas
trop de l'isotropie.

¢) Pression anisotrope en présence de champ maguoéti

Dans un plasma magnétisé, on considére souvergnseur de pressiatiagonal dans un repeére lié au
champ magnétique. Ceci repose sur une hypothessyrdétrie de la fonction de distribution autour Be
("gyrotropie"). Pour la méme raison, les deux tesmdiagonaux correspondant aux directions perpelaiies a
B sont supposés égaux, mais ils peuvent étre diff@du terme de pression paralléle.

p, 0 O
p=l0 p; O
0 0 p

Deux équations de fermeture sont nécessaires éatescOn les prend souvent de la forme :

2
by pibyy _
w(B)=0 e a(BP)=o

qui annulent la divergence du flux de chaleur. B&ssont parfois appelées « double-adiabatiquesi>encore
« CGL », ayant été introduites par Chew, Goldbergody (article de 1956).

On peut aussi, a I'image du cas isotrope, utilies lois polytropes empiriques pour les composatada
pression paralléle et perpendiculaire au champ étapre :

d.(p,/n"*)=0 d,(p,/n")=0

L'hypothéseadiabatiqueest en particulier vérifiée chaque fois qu'on faied a des perturbations qui se
propagent parallelement au champ magnétique a itlesses grandes par rapport aux vitesses de ttages
particules (pas de particules "résonnantespas d'échange d'énergie entre ondes et particules, reparlera a
propos du traitement cinétigue des ondes). Dagpdthése inverse (propagation lente), ce sont ptgs lois
isothermeqlois polytropes aveg= 1) qui conviennent.

d) Cas général

Dans un milieu collisionnel, les interactions bieai entrainentoujours un comportement fluide, et donc
I'existence d’'une équation de fermeture. Dans wsmph sans collision, seuls les champs collectits/qrat
éventuellement assurer un tel comportement. |l $&rghie ces champs jouent effectivement ce rble dans
certaines conditions (lorsque I'effet des partisui&sonnantes est négligeable).

Quand aucune loi de fermeture n'est satisfaisahtégaut travailler directement sur la fonction de
distribution et donc avec I'équation de Vlasovitgraent cinétiquecf chapitre 6). Cela signifie que le systéme
d'équations portant sur les trois premiers mome'st pas un systéeme fermé et qu'on ne peut pasndéer

° L’hypothése d’une équation de fermeture polytrahé p/n*) =0 ne correspond pas, poyr 5/3, & une équation
adiabatique, mais a une équation d’énergie therenitgula forme :

1 Y pul=
at(y_l pj + D{y—l puj u.0(p)

qui ne découle pas naturellement, en général, stérse fluide initial.
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I'évolution de ces trois variables sans connaidreadtage d'informations. Dans ce cas, deux popuakaijui ont
initialement les mémes trois premiers moments peiuaeoir ensuite des évolutions différentes etmesents

qui deviennent différents. Ceci est illustré sufigmire 4 : deux populations sont représentéest ldsrfonctions

de distribution ont sensiblement méme densité, mémesse moyenne, et mémes vitesses thermiques
perpendiculaire et paralléle. On imagine assezeflament que I'évolution de ces fonctions de distiitou puisse

étre différente et que leurs moments, un instarg fdrd puissent prendre des valeurs différentes.

WU‘ WDA

== @@

Y
Y

Figure 4. Isocontours de fonctions de distributgpun ont initialement leurs trois premiers moments
identiques et qui n'auront pas forcément la ménoduéien ultérieure, leurs moments pouvant prendisuite
des valeurs différentes.

4. DESCRIPTION MULTI -FLUIDES DU PLASMA
a) Notion de « population » et systeme multi-fluide

Dans le but de réaliser une description « fluidBus plasma, et donc remplacer la fonction de ibigtion

de toutes les particules par la donnée de quelpgaesmétres macroscopiques (densités, vitessesigns}y il
faut commencer par regrouper les particules enambne aussi petit que possible de « populatioffasmi les
particules du plasma, il est nécessaire de distingu minimum les différentesespéces présentes, ions ou
électrons, caractérisées par leur charge et legsenau plus précisément par leur rapgért Mais a l'intérieur
méme de chaque espéce, on peut éventuellemerstméneé a distinguer plusieurs sous-ensembles deuypest
par exemple en fonction de leur origifjde critére principal étant toujours que chacueg & populations » ainsi
identifiées respecte effectivement un systeraquditions fluidesavec uneéquation de fermeturgustifiée.

Chaque population est caractérisee par ses prema@rentsy;, uj, pj. Pour la simplicité de I'exposeé, on se

placera dans un cas fluide ditdéal », c’est a dire qu'on supposera que les secondsbmees dus aux collisions
sont nuls (ce ne serait pas le cas, par exempldessicollisions électrons-ions causaient une resgét On
admettra aussi que lgsessionssontscalaires; une théorie fluid@nisotropese construirait de fagon tout a fait
similaire, mais beaucoup de résultats ne dépernmende fagon critique de cette hypothése simplifa=

Supposons un systéme N populations. Pour chaque population, si on omeflug de chaleur ¢f
paragraphe suivant), on dispose de 5 équationsx(@quations scalaires et une vectorielle) portamt 5
variables fluidesrjj,uj,pj] (deux variables scalaires et une vectoriellep etariables de chamiz et B. Les
équations de Maxwell fournissent 6 équations inddpates supplémentaires. On a donc au total uaregstie
5N + 6 équations a 5N + 6 inconnues

Y En physique magnétosphérique par exemple, on pgginer qu'un détecteur embarqué sur un satelésure une
fonction de distribution électronique incluant depixs, l'un constitué de particules de basse émdéjectrons "froids"),
provenant d'une source ionosphérique située suétae ligne de force, et l'autre de plus haute éméétectrons "chauds"),
convectés perpendiculairementBa depuis la queue magnétosphérique. Il est vraisgntlque ces deux populations
d'électrons aient un comportement différent vissades variations de champs.
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0;(n;) +0.(nju;) =0 (N)

o (nmyu;) +0.(nmyuu; +p;) =g (E+u;xB) (3N)
uj,3 u .5 _
Oy ymy—-+< Py | LU My —-+op; | +0; | =nou; E (N)
Ox(E) =-0,(B) @)
1 .
Ux(B) = 1o +?at(E) avec |= an q;u; @
j
D.(E)zgﬁ avec p=Z:njqj ()
0 j
0.(B)=0 )

Tel qu'il est écrit ci-dessus, le systeme n’estfeasé. Pour chaque population, la derniére équatla
partie fluide de ce systeme est I'équation d’éreengimpléte, dans laquelle la variable « flux deenra»qj n'a
pas été exprimée. C'est le choix de I'équation eilenéture qui fixera la forme effective de cettenitme
équation. Selon les cas, on pourra pour cela ettilisne quelconque des équations de fermetureeptéss dans

la partie précédente ; pratiquement, une équatémgimple du genrﬁ/njl’f = cst est souvent retenue. Dans ce
chapitre, nous choisirons une hypothése adiabatitjest & dire que nous garderons donc I'équatiénetgie
ci-dessus, avec

0.(@;)=0
Il est important de noter que chaque populatiort peair une équation de fermeture différéhte
b) Hypothese des variations lentes

Lors de I'étude des trajectoires individuelles, yoremieére hypothése devariations lentes> a déja été
évoquée : c’est en considérant des perturbatioriedepar rapport a la période du mouvement cyaiogue le
premier invariant adiabatique a pu étre introdaifjsi que la notion de vitesse de dérive. Ce quasno
appellerons désormais « hypothéses de variatiom&de inclut cette méme condition sur le mouvement
perpendiculaire, mais également une seconde conditir le mouvement paralléle des électrons qub@@pine
simplification supplémentaire du systéme (quasitmadite).

Nous allons voir que cette hypothése, qui estfjéstdés lors qu’on étudie un systéme sur des rdgs»
échelles spatio-temporelles (cf. paragraphe suivapermet de simplifier considérablement le systéme
d’équations fluides a résoudre. En effet sanspesaximations de « variations lentes », le systéressus est
en général assez lourd : il s’agit d’'un systéme«16 (16 équations et 16 inconnues) dans le cagmalmu il
n'existe que des électrons et une seule espéos d&ix 21 dés qu'il existe 2 espéces d'ions a distinger.,

- Enoncé des hypothéses de variations lentes :

Nous nous placons dans la limite basse fréquengeaatle échelle, c'est a dide=1/T <<{arj, apet et
0, =1/L << {1/pj, 1/Ape}. Cela signifie que le temps caractéristiqudes phénomenes étudiés est long, d’une
part par rapport au temps de giration de toutepdescules autour du champ magnétiqueyj)/et d’autre part
par rapport au temps de retour vers la quasi-n@et(@d/ape) li€ au mouvement paralléle des électrons. De la
méme facon, I'échelle spatiale des phénoméneséti@itgrande par rapport au rayon de Larmor de $dete
particules perpendiculairement au champ magnétq@eande par rapport a la longueur de Debye éleiciue
le long deB.

% on peut par exemple avoir des ions adiabatiqudesélectrons isothermes.
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- Conséquences

Pour étudier les conséquences des hypotheses iddores lentes qui viennent d’étre définies, ilfaude
reprendre le systéme d'équations du paragrapheald.ire tendre vers l'infini les échelles cardstiguesr et
L des phénomeénes étudiés, c'est a dire les dédyéstsd, vers zéro. On voit alors immédiatement que :

E+uxB -0
p-0

Conségquence 1: Champ geléa premiere relation est extrémement importantdle signifie que les
différentes populations ont toutes sensiblememéae vitesse fluide perpendiculaire :

E=-yxB < ujngxb

Cette vitesse est bien entendu la vitesse moyesitesge de dérive) de chacune des particules thakilies
dans le cas de variations lentes (vis a vis de; Bt ;). Cette vitesse commune est la premiére cause du
comportement collectif (“fluide”) des particules ea qui concerne les mouvememsrpendiculaires Ce
mouvement commun de toutes les populations a tassé du champ magnétique" se retrouve dans ttasgtes
théories de variations lentes, en particulier laMgue nous étudierons un peu plus loin. On parléctiamp
gelé dans le plasma (ou du plasma gelé dans le chdrig)pendice B a la fin de ce chapitre, développe une
conséquence importante de cette loi, celle de dtitlee des lignes de champ au cours du mouvement
(conservation des « connexions ») et du probléemé dereconnexion » magnétique. Deux conséquenicss p
immédiates peuvent déja étre retenues :

- Al'ordre zéro,E, = 0 (.e. E; << Ep). Si le champ est de nature électrostatique, @caine que les lignes
de champ magnétique sont quasi-équipotentielles.

- Pour les plasmas non relativistes, orug=E//B <<c. Cela implique que I'énergie électrique est

toujours négligeable devant I'énergie magnétiqueE? << B/, mais aussi que le courant de déplacement
£,0:E est négligeable devant le courant de condugtfmarté par les particules.

Conséquence 2 : Quasi-neutralitta seconde relation constitue ce qu'on appedpptoximation de
« quasi-neutralité » associée aux variations lefiissa vis de lu,. et Ape). Elle ne signifie pas que la charge
d'espace soit rigoureusement nulle, mais qu'elidres inférieure aux densités de changg dues a chaque
population individuellement : elle est d'ordre hslée développement en variations lentes, comn{g) , alors

que les chargesgg; sont d’'ordre zéro.

Conséquence 3 : Courant quasi-nDe la méme facon, la troisieme relation montre lgueourant total est
d'ordre 1 aussi, c'est a dire tres inférieur auxaatsn;qu,; portés par chaque population (qui sont d'ordre)zér
Cela n'empéche pas les courants d’avoir un réleomamt dans la dynamique du plasma.

Les deux relations ci-dessus (quasi-neutralité aetrant quasi-nul) sont les causes du comportement
collectif des différentes populations du plasmaaase fréquence pour les mouvemepdsallélesau champ
magnétique.

A l'aide de toutes les approximations qui vienndi@itre présentées, le systéme précédent deviest plu
léger. En s'en tenant a l'ordre le plus bas dadgveloppement en « variations lentes » (par rdapporo, et

d,), les relation€E = -u; x B permettent d’éliminer 2 - 1 équations fluides ef\e- 1 variablesLa raison pour

laguelle on ne peut éliminer qu&l21 équations et non padl2st que ces équations ne sont pas linéairement
indépendantes a cet ordre : si on en fait la somesetermes;g;(E + u x B), on obtientoE +j x B qui est un
terme d'ordre 1 (et donc nul & I'ordre zéro). Utfpar conséquent garder dans le systeme cettéiéydérdre 1

qui est la somme sur les populatignde toutes les équations d’'impulsion. On aura ai@siené la dimension

5N + 6 a une dimensionN8+ 7 . De plus, deugquations de Maxwell sont simplement remplacéesopad et

j =0, ce qui est sensiblement plus simple, et leamtude déplacement a disparu. Il ne reste plus, goa ce
systéme se rapproche du systéme classique de kanigée des fluides, qu'a diminuer autant que péssb
valeur deN.
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5. DESCRIPTION MHD (M AGNETOHYDRODYNAMIQUE )
a) Réduction du nombre de populations

A Tlintérieur d'une méme espéce (méme rappyrh), on peut toujours tenter de regrouper plusieurs
populations, car le regroupement de deux populatiest une nouvelle population. Toutes les équations
«exactes» du systeme fluide gardent alors la méme forme lga équations des populations élémentaires, les
moments de la population globa@ettant simplement reliés a ceux des populatiomaétéaires par :

Ng :an' NgMgUg :Zni MiUj, Pg*NgMgUgUg :Zpi MU,
ngmg=anmj, pg=anqj, Jg:Z”JqJUj
Il faut noter que les pressions cinétiques ne staxithent que dans les cas ou les différentes @ionls

sont décrites par un méme champ de vitesge'est la condition sous laquelle on peut défirirconcept de
pression partielle, rencontré en thermodynamique).

Mais le systeme fluide n’est pas constitué uniquard&quations exacted’équation de fermetureésulte
d’'une approximation et elle peut étre différentend population a une auti@est elle qui limite les possibilités
de regroupement

- L’existence d'équations de fermeture élémentaitestraine pas en général I'existence d'une énqudé
fermeture globale.

- Méme si une équation de fermeture identique alstole pour toutes les populations, elle n'estyadable
automatiqguement pour la population globale dés cpite équation est non linéaire. Si I'on considpae

exemple des lois de fermeture polytropes, il njgas évident, en général, qua/n/ =k, et p./n} =k,
entrainent nécessairemgnt/n§ = kg .

b) Cas N = 2 : systéme bi-fluide et MHD

Le systeme bi-fluide généralLe cas le plus simple qu'on peut avoir a résowdtecelui ou il n’existe que
deux especes : les électrons et une seule espixe dpositifs). S'il a été possible de regroupeust les
électrons en une seule population et de méme jgsuohs, on a alors affaire a un systéme « bi-dlwidCela
peut se produire dans diverses conditions, noupomguons ici que les deux espéces de particules son
adiabatique¥’. Le systéme bi-fluide est en général un systénuirdension 5l + 6 = 16.

MHD. Dans le cas des variations lentes, la dimensiosydteme bi-fluide est diminuée et, d'aprés lderég
générale donnée plus haut, elle devrait deveMit 3 = 13. Nous allons montrer que le systéme se&manen
fait trés facilement a une dimension 8 seulement.

- La relation de quasi-neutralité impaseg+ + n-g- = 0, soit :
N+ =n.=n
dans le cas ou il n’existe pas d’ions multi-chatgés
- De méme, la relation sur le courant impose+u+ + n_g-u- = 0, et donc, puisque+g+ + n.g-=0:
U+=u.=u
On voit donc qu’'un systeme bi-fluide, dans le cas dariations lentes, n’est en fait caractérisépgreine

seule vitesséluide etune seule densitda vitesse et la densité des particules posittast égales a I'ordre zéro
a celles des charges négatives (ou proportionngéles le cas d’ions multi-chargés).

12 Ceci est vérifié si les vitesses thermiques pdealldes deux espéces sont beaucoup plus petitds gagport des
échelles caractéristiquég/ 7 des phénomenes étudiés.

¥ Dans le cas contraire, on aumjt/Z, = nJ/Z-=nen posantly = Z4+eetq-=-Ze
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Les équations des deux populations ne differend plors que par les masses et les termes de pressio
Nous pouvons donc obtenir un systeme d’'équatios sienplifi€é en prenant la somme des équations de

conservations pour I'espéce ionique et I'espéecetrrique. La somme des forces de LoreEnjqjuj xB
fournit la force de Laplace sur le plasmaB ; la somme des forces électriquEs\q,E est égale a la force de
Coulomb globalep,E s’exercant sur le plasma, mais ce terme n'estrgéeméent pas considéré ; il est en effet

négligeable par rapport a la force de Laplacedaitn se place dans I'hypothése non relativistellisénergie
électrique << énergie magnétique, courant de dépiaat << courant particulaire).

Le systeme bi-fluide, pour les variations lentes;og appelle systtme magnéto-hydrodynamique, ou
MHD, se raméne donc simplement a :

0;(n)+0.(nu)=0 ()]
nmou+nmu.0)u=-Op+jxB o0 j=0Ox(B)/4, 2
u? 3 u’ 5 . -
0, nm?+§p +0)u nm?+§p =jE ou j=0Ox(B)/u,etE=-uxB ®
Ox(E)=-0,(B) ou E=-uxB 4
0.(B) =0 ©)

On se rappellera que, dans ce systeme :

* On a notép = p+ + p- la somme des pressions électronique et ionique) &imy-+ m- la somme des
masses (peu différente de la masse ionique).

« La relation de fermeture est ici supposée adigbat{on peut aussi écrire le systeme MHD avec aut
équations de fermeture).

Le systeme MHD est une descriptiamonofluide du plasma, puisqu'il ne fait apparaitre qu'uneleeu
densité et une seule vitesse, mais il faut se sougae c’est en fait le systéme décrivant I'unl'autre des deux
fluides (positif ou négatif) d’'un systéme bi-fluidear dans le cas particulier des variations lents deux
fluides ont le méme comportement. La densité, aticpdier, n'est pas la somme des densités+n_ =2n

(comme ce serait le cas s'il s’agissait d’un regeuent de populations), mais simplemept=n_=n (pour
des ions monochargés).

Notons qu’au dela du cas du plasma, le systeme Mstladapté a la description de la dynamique de tout
fluide conducteur (dans lesquels il existe une paimn d’électrons libres).

¢) Forme de la force de Laplace en MHD : Pressiantension magnétique

Le systtme MHD que nous venons de dériver estiglenti celui de la mécanique des fluides, a cas pr
gu'il apparait un terme de force de Laplace daéguation d’impulsion et que deux équations de Mdixwe
doivent donc étre ajoutées pour éliminer la vag&btui est ainsi apparue.

Puisque la densité de courant est directemeneraliéchamp magnétique par la loi d’Ampére, la fatee
Laplace est entierement déterminée par la formghdmpB :

) 1 B 1
jxB=—(VXxB)xB=-V—+—B.VB=F + F;
Ko 2ug  Ho

On voit que la force de Laplace s'écrit comme lens® de deux composantes. La premiére ¥aut
—VB?/2u, et est donc égale a I'opposé du gradient de ressagnétique (ou densité d’énergie magnétique).
Elle se comporte comme une force de pression, gt tendance a repousser le plasma des zonestde for
champs magnétiques vers les zones de champ phls. f@in parle de force de pression magnétique.
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La seconde composante est reliée a la courburéeldcachamp B. On peut I'exprimer plus intuitiverh
en introduisant le repére de Frerb,n) associé a la ligne de champ,sdtabscisse curviligne le long de ce
ligne. On peut alors écrire la tension sous la &

F d (B b+ B”
=5\ —n
T ds 240 KoR
ouR est le rayon de courbure local de la ligne de chabmpvoit que cette force de tension annule en
point (via son premier terme) la composante paleaiu champ de la pression magnéti

R
—3

-

-8 y

r'/ /

\
",

Tension magnétique ‘ Pression magnétique

e
S — —

e “ P i
F
|

Figure 5: Les lignes bleues orientées représentent desdigie champ magnétique. A gauche
représentées des lignes courbes, et la directioia fi@rce de tension magnétique associée. A dest
représenté un gradient du module du champ B pdiculaire aux lignes de champ, et la direction dddrce

de pression magnétique associée.

Ceci est attendu puisque la force de Lapj x B n’a bien slr pas de composante dans la directicB.
La partie restante, perpendiculaire au champ nhestsement proportionnelle au rayon de courbura tigne de
champ: plus la ligne est courbée, plus la force exepaele champ sur le plma (et I'entrainant vers le cen
de courbure) est importangeoir Figure 5)

d) Loi d’'Ohm

Dans I'équation de Faraday du systeme MHD, onraigé le champ électrique en utilis: E=-uxB. |
faut se rappeler néanmoins que, pour la scité, on a supposé dés le début du chagcf paragraphe 4.a) que
le fluide est «idéab et que tout effet des collisions y est négligeallans un plasma collisionnel, on
souvent amené a prendre en compte les termescterfrélectron-ions, eton obtient alor :

E=-uxB +L
o

ou apparait la conductivité du plasma. De fagon générale, on appelle cetteiaelda loi d’'Ohm
(généralisée) Elle inclut le champ électrique de la loi d’'Ohibiituelle E = j/ o dans le repére cu = 0, auquel

vient s’ajouter le champ de changement de re—uxB. On garde toujours le nomle d’'Ohm » pour cette
relation, méme dans le cas non collisionnc =0 (conductivité infinie) alors qu’elle n’inclut ds ce cas que la
partie « changement de repérd_es conséquences de la loi d’'Ohm sont imporsaeteMHD (voir I'appendic
B : champ gelé et reconnexion).

e) Conservation de I'énerg

La derniére équation de la partie fluide du systestd'équation deransport de I'énergie cinétique. Or
voit que I'énergie cinétique n’est pas conservéeaus du temps, le second mem;j.E étant un terme de perte
ou de gain. La raison de cette nmonservation réside dans les échanges d’énergie enamp et partides
chargées et on vérifie bien que I'énergie totaleéfique + électromagnétique) correspond a unetiude
transport conservative :

vV 3 B? u> 5 ) ExB|_
ol nr—+—=-p+ +0ful nm—+—p |+ =0
2 2 24, 2 2 o
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En MHD idéale, les échanges entre I'énergie cingtigt I'énergie électromagnétique sont strictement
réversibles. En présence d’une résistigitéine partie des transferts devient irréversibiief{doule).

f) Equilibre MHD

Le systéme d'équations MHD que nous avons dériv@dapté a la description des phénoménes plasmas
évoluant lentement dans le temps. Il permet eniquéidr de décrire les situations d’équilibre d'plasma
magnétisé. Cette description est particulieremenportante pour I'étude des dispositifs de fusiomr pa
confinement magnétique, dont le but est de cortdraifa dynamique du plasma via I'application d’uamp
magnétique.

Au vu des équations dérivées en 3b, I'état d'élowgli caractérisé par = 0 et 9, = 0, est décrit par les
équations :

jxB—Vp=0

V X B = W)
V.B=0
V.j=0

D’aprés la premiére équation, I'état d’équilibre #suvé lorsque les forces de Laplace exercéedepar
champ magnétique sur le plasma sont en tout poimtebalancées par les forces de pression intamnptasma.
Puisque la force de Laplace n'a pas de composanéigle au champ, il est aisé de voir que la [wasdoit étre
constante le long des lignes de champ, dans urillqguMHD (les lignes de champ sont des isobarEs).
utilisant les notions de pression et tension maguét on peut réécrire les deux premiéres équationsne

BZ
F 74 —1]=0
T+ (p+zllo>

On illustre ainsi une autre propriété : en I'absede courbure des lignes de champ (et donc de fimdension
magnétique), un équilibre MHD est déterminé pacdmpensation en tout point de la pression cinétjprela
pression magnétique. Ou dit autrement, un déségailocal des pressions est nécessairement compansée
force de tension, et donc une courbure des ligaeshdmp.

Exemples d’équilibre MHD :

Considérons une colonne de plasma, infinie le lded'axez. On applique un champ magnétique (ou de
maniére équivalente on force des courants dandakma) dans le but de confiner la colonne, c'esfira
'empécher de s’étendre radialement sous l'effetsdepression internp. Le probléme étant invariant par
rotation d’angled, et par translation selan seule la variable interviendra donc dans la description. La force de
pression s’exerce donc radialement et le confinerdeit étre réalisé via un champ magnétique selpet/ou
e,. On prend B de la formB = By (r)eq + B,(r)e,, qui impose au plasma une force de Laplace radégle a

(i x B), = d Bg_i_BZ2 B}
] oo 200 2pg HoT

ou apparait bien la décomposition de la force dedce en terme de pression et tension, vue prégédatnuUn
équilibre de la colonne est donc obtenu si lai@iaduivante entre p et B est vérifiée en tout poin

2 BZ B\ B2
<p+—9+ Z>+—9 0

or 200 2po HoT

On sépare généralement deux « formules » posgblesobtenir un équilibre. Celle obtenue en impbsan
un champ le long de la colonne (selon z), et des aburants orthoradiaux est appelée configuratipmch
(les courants étant selag). La condition d’équilibre se résume alors a unpde équilibre de pression en tout
point :
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Bz(r) _ Bext2
240 210

p(r) +

ol B,,; est le champ a I'extérieur de la colonne de pla@uda pression est nulle).

L'autre configuration possible est celle obtenuéreposant un champ orthoradial, via des couranisrig
de z. Cette configuration est appelée z-pinch,esaription est un peu plus complexe, puisqu’elieifdervenir
la tension magnétique.

Il faut noter que s'il est possible de trouver adseilement des conditions sur les profils de gimset de
champ magnétique pour obtenir une situation d'deyei] il n’est pas garanti que ces équilibres datables. En
l'occurrence, les deux types d’équilibre décriissiant sujets a des instabilités. Le contrdle deiestabilités est
un enjeu important pour le développement des disfsode confinement magnétique de plasma.
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APPENDICE A. EQUATIONS DE TRANSPORT SOUS FORME CONSERVATIVE

a) Equations de transport

Beaucoup des équations qui ont été manipuléesagacisapitre sont de la forme :

o;(a+0.(b)=c
De telles équations sont appeléesétpsations de transport

Si a représente la densité volumique d'une quatitdntégration de cette équation sur un volumendon
nous dit en effet que la variation temporelle Al¢intégrale ded,(a)) est due d’'une part & un flux de cette
qguantité a travers les frontiéres extérieures dume (intégrale dél.(b) - en tant que « courant » de la quantité
scalairea, b est homogéne a [a]*vitesse) et d'autre part aardation (ou une annihilation) de cette quantité
dans le volume (intégrale @ On peut penser par exemple a la densité d'mbitans un pays qui varie dans
le temps sous I'effet d’'une part des flux migrasia travers les frontiéres et d’autre part aussaaices et aux
déces dans le pays.

Mettre toutes les équations d'un systéme sous foettee, quand c'est possible, est extrémement :utida
permet d'identifier les « invariants » du probléme.

b) Equations conservatives

Une équation de transport est diteoxnservative» sic = 0, c’'est a dire s’il n'y a pas de perte ou de gain e
volume. On utilise par exemple cette mise en fopoer trouver ce qui est conservé a la traverséaed’'u
discontinuité plane et stationnaire comme une aielehoc. On montre ainsi qu'une équation de la éoain
dessus est vérifiée (aves 0), et entraine la conservatibp] = bn2 de la composante normale llen amont et

en aval de la discontinuité.

La plupart des équations que nous avons écrites (eur forme dite Eulérienne), étaient d'emblégsso
une forme quasiment conservative, a I'exceptionépsmtions d'impulsion et d’énergie pour lesquellagetit
travail supplémentaire est nécessaire.
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APPENDICE B. CHAMP GELE ET RECONNEXION
a) Loi d’'Ohm et champ gelé

En MHD idéale, la loi d’'Ohm s’écrit simplement :
E=-uxB

et elle n'est utilisée dans le systéme que patefmédiaire du rotationnel d&(loi de Faraday).

A cette relation est associée la notion de repéagndtique (voir chapitre 2) qui confére une idénét
chaque ligne de champ magnétique au cours du mantenta loi d’Ohm montre que, en tout point, ltesse
perpendiculaire d’une ligne de champ est égalevitdase du fluide. On dit que la ligne de force<gelée »
dans le plasma, ce qui signifie que la ligne dedoest entrainée et déformée dans le mouvemenruide f
comme un traceur passif.

b) Conservation des connexions

On peut ré-énoncer le principe du champ gelé eantigu’il y a « conservation des connexions »,tces
dire que, en MHD idéale, deux points initialememectés par une ligne de force restent toujounsexiés au
cours du mouvement. Ceci signifie qu’'un mouvementtigansformerait la figure 6a en la figure 6b ieserdit
par la MHD idéale : on ne peut pas « couper »ideg$ de force.

) (@ (b)

Figure 6. Schéma de reconnexion. En (a), A estext®ra C mais pas a B. En (b), A est connecté ai8 m
pas a C. En MHD idéale, aucun mouvement du plasm@ent mener a ce changement des connexions.

On peut démontrer ce théoréme de la conservatian cddnexions en raisonnant sur un élément
infinitésimal de fluide ayant la forme d'un petégnent orientdl. Considérons que ce segment a initialement
son origine placée en un poi@tet qu'il est aligné avec le champ magnétid@sBb. Au cours du temps, le
segment étant entrainé par le flot, il se déplacsaedirection change. Si I'on réussit & montrelil gaste
toujours aligné avec le champ magnétique existamiantO ou se trouve son origine, I'extension a I'ensemble
d’une ligne de champ sera évidente.

Soit le vecteusC =8l xB . Initialement, on a don8C =0, ce qui est caractéristique d'un segment aligné.
Calculonsd, (8C) pour vérifier si le segment reste aligné :

d,(3C) = d, (51)x B + 8l x d, (B) = 81.0(v) x B + 8l x[-0 x (E) + v.0(B)]
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En posant, de facon générdfe= —-vxB + AE **:
d,(3C) =Bsl[9,(v)xb+bx[d,(v) -Ox(AB)/ B]] =[0x (AE)] x3l

On vérifie qued,(8C) =0 en MHD idéale puisqu’alorAE=0 ; la loi de conservation des connexions est
donc bien établie.

Si I'on prend en compte des termes non idéauxepample de la résistivité, cela ajoute un terfite non
nul correctif & la loi d'Ohm. Le calcul précédert d,(5C) permet alors de quantifier le flux « reconnectgap
unité de temps.

¢) Conservation du flux

Un tube de force est caractérisé par une certalevdu flux magnétique. On peut montrer que, éDM
idéale, cette valeur reste constante au cours duvemoent du tube de flux. Ceci est évidemment li&a a
conservation du flux a travers la trajectoire cyrdo des particules individuelles (chapitre 2).

d) Reconnexion

Un cas fréquemment étudié est celui ou la MHD ielézdt valablgpresque partoud I'exception d'une
petite région de I'espace, typiquement un « painke> comme celui représenté sur la figute 6

Le probléme de la reconnexion est important pouralsaon suivante : une configuration magnétique ou
toutes les lignes de champ sont antiparalleles aoogties de la figure 6a, a une énergie magnéptugegrande
que la configuration 6b ou certaines lignes sonneatées. Si la MHD idéale reste valable partdig,ieterdit
donc au systeme, pour des raisons topologiquegoldér vers sa configuration d’énergie minimum. ligees
s’empilent en une couche verticale au centre diiglae et on atteint ainsi un état stationnaireogupeut
qualifier de « métastable ». Si au contraire, lati@nte de l'idéalité « craque » en un point, & yeconnexion
en ce point et on assiste a une transition rapie Kétat d’énergie minimum : I'énergie magnétiquenfin la
possibilité topologique de diminuer. Pendant lagdiion, elle se trouve essentiellement conventiegrergie
cinétiqueégirigée (flots verticaux sur la figure)g6hne partie pouvant aussi étre dissipée sousefaténergie
thermique”.

14 AE représente donc I'écart a la loi d’'Ohm idéale.

15 La brisure de lidéalité peut par exemple étre duene valeur d8 qui s'annule au point en X : ceci a pour effet
d’annuler le terme d’ordre zéro dans le développdrea variations lentes (on se doute bien que leDMig¢ peut pas étre
valide en I'absence de champ magnétique) ; ell¢ @ea également due a d’autres conditions locales¢B non nul, mais
cela sort du cadre de ce cours et nous ne les dom@as ici. Quoi qu'il en soit, les gradientsuitesse sont tres forts
autour du point en X, ce qui rend d’autant plusomgnts les termes habituellement négligeables telenes de viscosité ou
de résistivité si le milieu est faiblement collisiwel, 'ensemble des termes négligés pour causevaeiations lentes » pour
les plasmas sans collision.

16 On invoque parfois ce phénoméne pour expliqueh#iffage de la couronne solaire.
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CHAPITRE 5. ONDES DANS LES PLASMAS DANS L' APPROXIMATION FLUIDE

Dans tous les domaines de la physique (mécanideeyriéité, etc...), on sait que de
nombreuses propriétés d'un systéme sont détermipdesson comportement
linéaire. Quand ce systéme est régi par une équation diffélle ordinaire portant
sur le temps, ceci consiste d'abord & déterminarnsedes propres d'oscillation
(corps solide soumis a une force de rappel, ogeillaRLC,...). Quand le systeme est
régi par une équation différentielle aux dérivéestielles portant sur le temps et sur
I'espace, ceci revient a chercher seedes propres de propagatiqondes sonores,
évolution de potentiel sur une ligne électrique,.Ces résultats donnent les
premieres et indispensables informations sur laofagont le systeme réagit :
relation de dispersion des ondes, stabilité d'unilémre, etc... lls vont aussi nous
permettre d’introduire la notion de fréquence deipore et fréquence de résonance,
et de donner un exemple d’'application du théorémeel de ligne de champs. Nous
appliquerons la méthode classique de calcul desesiolé propagation sur quelques
cas d’ondes.

1. CALCUL DES MODES PROPRES DE PROPAGATION : METHODE CLASSIQUE

La méthode, quelque soit le domaine d'applicattamporte quatre étapes. Elle a déja été appliquée a
chapitre 1 au cas trés simple de l'oscillation plas

a) Ecriture du systéme différentiel

Le milieu a analyser est caractérisé par un systiffégentiel par rapport au temps et a I'espakest sans
seconds membres, c'est a dire sans "forgage" riiationt des modes propres. Un exemple connu deigumys
générale est le systéeme des équations pour laessgipn et vitesses de propagation d’'une onde agoesians
l'air. Dans les plasmas, comme on le verra, plusisolutions d’ondes existent.

b) Linéarisation

On linéarise le systeme précédent au voisinagesdsafution "d'ordre zéro". On décompose toutes les
variablesu autour de leur valeur dans cette solution :

u=u, +u,

avec I'hypothése que; << u,. Les variablesig sont supposées connuessatisfont par hypothése le systeme

d'équations Ceci introduit la notion d’équilibre et en prategycela revient a définir quel plasma on étudie : u
plasma magnétisé ou non magnétisé, au repos owevement, froid ou chaud. Si notre systeme estitdgar
une équation a plusieurs variables, que on écritmébdementE(n,v,p) =0, [I'équilibre satisfait

E(ny, Vg, Pp) =0 : tous les termes d'ordre zéro du développemepegnrbations s'éliminent. La linéarisation

du systéme consiste ensuite a ne retenir que igrerdre de ce développement (puissance 1). dudted est
une équation linéaire am, u;, p; qui s’écrit formellement:

M0 (E)o + Uy [y (E)o + P10y (E)o =0
Par exemple :
a, (nmu) + O.(nmuu + p) O FEFSEET _, 0, (nmu, + nomuy) + 0.(nmu U, + nmuyU, + nymuuy + py)
¢) Recherche de solutions exponentielles (« alggtion »)

On cherche les solutions du systeme qui sont de «ypndes planes progressives et monochromatiques »
c’est a dire des solutions pour lesquelles lesatians deoutesles variables du systéme sont de la forme :

—iot+ikr
e

On obtient ainsi un systéme algébricuéa place du systéme différentiel. 1l suffit paata de remplacer :

0, - —-iw etd - ik
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Quand nous aurons déterminé les solutions paei@di qui vérifient ce systéme algébrique, nous
admettrons(pour l'instant) que le systéme différentiel linéé est résolu car la solution générale est tagjou
une combinaison linéaire de ces solutions paréces (les coefficients étant déterminés par lesliions aux
limites du probléme). On suppose donc que les isolsitexponentielles forment urtease compléte pour
'ensemble des solutions ; la démonstration deecaffirmation et ses limites de validité ne peuv@&ne étudiés
gu’en faisant usage des transformations de Foetide Laplace ; nous ne le ferons pas dans cetohapr cela
est superflu ici. Cependant, nous y reviendronsclaapitre 6 (traitement cinétique) ou ces questisoist
indispensables a I'obtention et a la compréherggsrésultats.

d) Résolution

Le systeme algébrique ci-dessus est un systemedmmad.e. sans seconds membres). On peut I'exprimer
sur la forme d’une matrice appliquée aux variadiesysteéme. En général, pawretk quelconques, il n'admet
donc que la solutiotriviale pour laquelle toutes les variables linéaires swifies (pas d’onde). Pour obtenir des
solutions autres que la solution triviale, il fandcessairement que les variabtest k vérifient une relation

D(w,k) =0| qui assure l'annulation du déterminant de la matdu systéme algébrique. Cette équation est

appeléeelation de dispersiordu milieu décrit par le systéme. Chaque solutier’équation de dispersion est
associée a une direction propre dans I'espaceatésbles (ou a un sous-espace propre de dimensloar>cas

de dégénérescence), de méme que, pour une mathiague valeur propre est généralement associée a un
ensemble de vecteurs propres colinéaires (le caleuprésente en fait généralement sous cette foimes)
directions propres définissent lgslarisations(au sens large) des différentes solutions.

Si le systéme physique contient des termes dederfdans une certaine mesure, la prise en compte de
effets non linéaires faibles peut jouer ce réléseonds membres”), le résultat du calcul ci-deapp®rte tout
de méme une information importante : on sait cgféet du forcage sera maximum quand ces termegctsgt
la relation de dispersion ci-dessus.

Dans les sections suivantes, nous allons nousifaisdr avec cette méthode grace a plusieurs exsmpl

2. LE TRAITEMENT FLUIDE DE L 'ONDE DE PLASMA

On a déja introduit dans le chapitre 1 I'oscillatide plasma dans le cas d’un plasma de tempérnatlles
nous allons maintenant inclure les effets de teatpée. Ce type d’onde se nomme onde « haute fréquerou
onde « électronique ». En effet comme cela a diavé, dans un plasma, les deux espéces principalies
apparaissent, les ions et les électrons, ont ursserteés différente. S'il s’agit de protons, lep@ de masse est
donné pam/m, = 1/1838’. Pour cette raison, si on considére des oscitlatrapides, les électrons qui sont les
plus Iégers seront mis en mouvement, mais pasoles gui se comportent comme un fond neutralisant et
immobile.

On peut donc facilement généraliser le calculakillation plasma dans le cadre du traitemeuit® des
ondes dans le plasma. Ceci donne la premiére agiplicde la méthode décrite dans la section prétéde

Si on considére un plasma chaud, non magnétis#y e¢pos (vitesse moyenne nulle), son équilibte es
donné parZn, =ng,Uey =Ujg =0, T, =T, T, =0, E; =0,B; =0.

Par analogie a I'étude des oscillations plasmatdpitre 1, nous faisons I'hypothese que les peatighs
gu'on étudie sont associées a un mouvement esirectidnnel et que les plans bougent selon uneciiime
donnée que nous choisirons comme axexd&s plus nous faisons I'hypothése que pour ledcaglasma chaud
de facon analogue a ce qu’on avait trouvé dansdpitre 1, le champ magnétique perturbé est nillségit
toujours des perturbations purement électrostatiqgi@ effet pour des perturbations purement lodgiales
(propagation de lI'onde paralléle a la directioncthamp) le champ magnétique est toujours nul. laioa de
dispersion que on va trouver par contre va étférdifite de celle du plasma froid, en particulievarvoir que
la fréquence dépend du vecteur d’'onde. Dans ceorgmrie ddndesplasma (ou ondes de Langmuir) et pas
d’oscillationsplasma.

" Le paramétre qui rentre en jeu pour étre plusipeEstZzm/Am, ou Z est la charge ionique, Atla masse
atomique
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On pose Ny =Ng + Ny, Uy =Ugy, E=Ey, T =Tyn +Ty et on rappelle qup, = NKgT, = Py + Py
= NgoKgTeo T NeoKpTe + Ny KpTep- De par les conditions de plasma choisies toleegjuantités avec indice 0
sont des constantes, et les quantités avec indiépdndent de ett.

Il N’y a pas de perturbation pour les ions qui smrisidérés comme un fond immobile ; comme exertéce
lecteur pourra montrer que la modification induitda relation de dispersion par le mouvement iomigst
négligeable. Les deux premiéres équations fluidesydtéme s'écrivent (voir chapitre 4):

at(ne) +0 mneue) =0
at(neue) +0 I]né'leue) =-0( pe) _erle(E +tUe xB)

Si on explicite les variables on obtient :

0(Neo +Ngg) + O (N +Neg)Ugg) =0
0;((Ngg + Neg JUq) + U L{(Ngg + Neg JU gUgg) = ~U(Peq) — E(Neg + Neg ) E4

ou on rappelle que la composante de la vitesselida@éro est nulle (le plasma est au repos).

Les dérivées des quantités avec indice 0 sonts(éliguilibre), et les termes quadratiques danguastités
d’'ordre 1 sont trés petits par rapport aux mémestiiés a la puissance un. On peut donc les néglayes ces
équations, et on obtient au final les équatiorédiisées, pour la géométrie donnée :

Conservation du nombre de particul@s(n,,) + nq0,(Up1,) =0 (1)

Conservation de I'impulsionngm,0; (Ue1) + 0y (Pe1) = —NgeEqy (2)

Pour « fermer » le systéme, il faut exprimer laggion en fonction des moments d’ordre inférieengité
et vitesse). Trouver uneéguation de fermeture» correcte au systéeme constitue le point diffidiéela méthode
fluide utilisée et la justification d'une telle éafion, si elle existe, ne peut étre trouvée savenieaux équations
cinétiques. L'argument intuitif suivant peut étrélisé : comme il s’agit d'un mouvement rapide, Eectrons
comprimés n'ont pas le temps d’échanger de I'éremgéc leur voisin dans la partie dilatée, et cordare une
perturbation adiabatique dans un gaz, la tempéraugmente la ou il y a compression, et diminukeysa
dilatation. L’équation de fermeture adiabatiquar@iduite au chapitre 4) peut étre utilisée:

Pe1 Ne1

Y= = Pa = WKeglehy = J’msvzthenel (3

Peo Neo

k BTEO

On a introduit la vitesse thermiquéthe = . Il s’agit de I'équation de fermeture la plus sienfa part

I'équation du plasma froighe= peo= 0). Le calcul cinétique complet montreagposteriorique cette hypothese
est justifiée tant que les longueurs d'onde sdifisamment grandes (par rapport a la longueur deyBeet que
dans ce cay/= 3, ce qui correspond a un mouvement adiabatiquee dimension (on rappelle que pour un gaz
parfait si on a degrés de libertg;= (d + 2)/d).

Si on prend la dérivée partielle par rappottde I'équation (1) et la dérivée partielle par @p@ x de
I'équation (2), apres avoir exprinpg; en fonction de.; par I'équation (3), on obtient deux équations pouet
Ve10U 0N peut facilement éliminex;. On obtient ainsi la nouvelle équation régissastyariations de densités
dues au champ électrique :

(02 ~3VZ0%)(Ng) = ”'fax(En) (@)

Zn;— , ,
eznizne) "E‘ "e) A l'ordre zéro cette
0

équation correspond B, =0; ny, = Zny,, et une fois linéarisée elle prend la forme

En éliminant le champ électrique grace a l'équatienGauss-Maxwelly.E =
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ax(Exl) = _erlal/‘go (5)
L’équation régissant I'évolution de la densitéridpaintenant :

(07 + the = N ?) (Ng) =0

(6)

En plus des termes déja trouvés en plasma froid lachapitre 1, on voit que I'on a cette fois emie en
Vinee qui couple l'oscillation temporelle avec la vaoatspatiale. Cela modifie la propagation de I'ttsion de
plasma.

On obtient I'équation de dispersion des ondes esrctiant les solutions sous forme d'ondes planes
monochromatiques de la forrgkx-at) | et I'équation (6) devient :

(0 + W + 3K V) (Ng) = 0

On a une solution non-trivialed# 0) seulement sivetk sont liés par la relation de dispersion (voir fig) :
W = &)zpe + 3k2V2the

qui est la relation de dispersion des ondes plasmandes de Langmuir. On voit ainsi apparaitre tess
parametres caractéristigues du phénoméne : puisatig vitesse de phase Iimita/§vthe et longueur

caractéristique au voisinage de laquelle se magiiedes effets de température sur la neutralitépldisma
A4 = Vind @pe (longueur de Debye). On voit aussi qu'il y a cétie propagation de I'énergie, la vitesse de groupe
n'etant plus nulle (vitesse de grougeet vitesse de phasgvariant en sens inverse et respectagt,; = 3vind),
et c'est pour cela que on parle maintenant d'oreteglus d’oscillation. Dans la limite ou la tempéra du

plasma est faible:{kzvtzhe << wf,e) on retrouve bien le résultat du chapitre 1 etlation de dispersion pour un

plasma froid,w = wpe.

o« A

2\/2

the

@ =KVy,

Ur K

Figure 1. Relation de dispersion en plasma chahddtie fluide)

Ce résultat fluide simple est correct pdur< 1/A4 (échelles assez grandes ou plasma pas trop chdud)
devient moins juste pour ddsplus grands: il ne peut étre considéré que cortenpremier ordre d'un
développement ety Quandk s'approche de A4, non seulement l'augmentation de n'est alors plus
exactement celle calculée, mais surtout le fait mém calculer des ondes planes monochromatiqued €

devient faux. Le calcul cinétigue complet, au ctrapb, montrera que pour ces longueurs d'onde, awec
condition initiale maxwellienne, les seules solofoqui existent sont desndesamorties (« amortissement

Landau ») c'est a dire des solutionsedfd- 1. Ceci est di aux échanges d'énergie qui existeéne €onde et
certaines particules dites « résonnantes » dovitdase est égale a la vitesse de phase; aucuneetliiéide ne
peut mener a un tel résultat.
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3. AUTRES MODES DE PROPAGATION « ELECTRONIQUES »

La premiere des simplifications du calcul de latisecprécédente a consisté a négliger le mouvenhent
ions. Ceci est justifi@ posterioripar le résultat obtenu puisque, aux fréquencd®dire de (ou supérieures a)
la fréquence plasmape les ions, trop lourds, peuvent effectivement &wmasidérés comme immobiles (en
particulier ape >> apj) ; nous resterons ici dans ce cadre, qui caraetées modes qualifies détectroniques».
Dans cette section, nous chercherons s'il exisietd®s solutions dans cette gamme de fréquencéssh&our
w>> ape facilement satisfait si le plasma a une densiés faible, on peut deviner par exemple qu'on
retrouvera les habituelles ondes électromagnétidaes le videw= kc. Puisque les ions sont considérés comme
immobiles, nous n'avons pas besoin d'écrire d'égunatpour I'évolution des ions, et la seule équafaisant

intervenir les ions est I'équation de neutralitébglle a I'équilibre que nous utiliserons dans lgsadions de
Maxwell si nécessairéngy = ng = No.

a) Systeme d’équations

Le systeme d'équations a analyser pour une solétectromagnétique s'écrit :

at(ne) +0 qneue) =0
n(.n]eat(ue) +Ne |jj'leD(ue) + D(pe) = _rbe(E TUg X B)
dt(pe/né’):o

O :—QM
&o

0% (E) = -0,(B)

1
0% (B) = —tp&(ne —Znu;) +C_26t(E)

Les équations fluides utilisées sont identiqueslies étudiées dans la section précédente, &péra du
terme enuXB introduit dans I'équation de transport de l'impmnsqu’il faut garder en principe car maintenant
on cherche des solutions avec champ magnétiqueoiliséquence, la variabBeétant présente cette fois dans le
systeme, il faut priori utiliser 'ensemble des équations de Maxwell pooucler le systéme et pas seulement
I'équation de Maxwell-Gauss comme dans lintrodoctf. Notons que, pour ces fréquences, le courant de
déplacement n'est pas négligé. Notons aussi qusupposé une pression scalaire et une équatioercheture
de type polytrope. Comme il a été dit, ces appratioms se révéleromt posterioricorrectes (aveg= 3) tant
quek << 1/4p.

b) Ondes électromagnétiques dans un plasma froichimoagnétisé. Fréquence de coupure.

On considére un plasma froid, c’est-a-dire ou [mut négliger les effets de température. Ceci né\ae
poser Te = 0 partout. Par ailleurs I'équilibre considérét és méme que dans la section précédente
Zngy =Ng,Ug =U;0 =0, T, =0, E; = 0B, =0.

Dans ce cas, on n'a que deux équations pour laigésn du plasma, qui vont coupler densité etsstedu
fluide électronique et il est alors possible d’éetes équationknéariséesour les variablesg etus;. Comme |l
s'agit de modes électromagnétiques, on doit intredies perturbations du champ électrique et magredt on
aura donc en plus les variableg etB; Au final le terme {.; X B,) est négligé car d’ordre deux.

8 En pratique, I'équation portant sur la divergencectiamp électrique est redondante. Pour un moaxreéque
électrostatique on peut utiliser de facon équivaldigquation de Maxwell-Gauss ou I'équation de Mak-Ampeére. Pour
un mode électromagnétique on doit considérer I'8qnale Maxwell-Ampére et les équations portantleardivergences se
déduisent des équations écrites des qu'elles sofites dans la condition initiale.
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0¢(Ng) +Ngol.(Ug) =0 )

mg (Uy) =—€&(E) )
Ox(E;) =—-0,(By) ©)
0x(B1) = el + 50, (E) )

Les équations de Maxwell (9) et (10) imposent q@s champs soient orthogonaux entre eux et
orthogonaux a la direction de propagation, caitisseu.; est parallele au champ électrique par I'équatign (8

On peut combiner les deux derniéres équations demela pour obtenir une équation de propagation
d’ondes et s’affranchir de la varialig:

e
0(E) - PAE) = -T2 0ua ()
0
On a donc trois équations pour trois inconnugsyes, E; €t on obtient I'équation de dispersion des ondes

en cherchant les solutions planes monochromatideda formedl (kx-at) pour toutes les variables. Le systéeme
d’équations (7), (8) et (11) devient un systemélaigue :

€0

Si on examine la premiere équation, on constate lquperturbation de vitesse étant paralléle aungha
électrique et orthogonale au vecteur d’'onde, ledpitoscalaire (deuxiéme terme de I'équation) edt Em
conséquence, la perturbation de densité est niulll@’y a pas de perturbation de densité pour undeo
électromagnétique qui se propage dans un plasmaiagnétisé.

On peut résoudre maintenant trés simplement I@systdes deux équations restantes par substitudion :
calculug; a partir de la deuxieme équation en on injectes de@atroisieme. On obtient la relation de dispmTsi

of =K +ah,  (12)

On voit bien a partir de la relation de dispersipre les fréquences des ondes électromagnétiquedalan
plasma sont toujours supérieuresjas donc I'nypothése de haute fréquence qu'on a aitelébut pour traiter

les ions comme immobiles est bien justifiée.

Pour w>> ahe on retrouve bien la dispersion connue kc des ondes €electromagnétique dans le vide et

leur polarisation transversale (venant du courantddplacement). Le plasma se comporte pour lee$aut
fréquences comme un milieu trés raréfié procheide. WPour des fréquences décroissantes, on s'élaigreette
solution du vide pour atteindre ce qu'on appelle noupure em= ahe Par analogie avec les diélectriques on

peut introduire l'indice optique du milieu comme l@apport entre la vitesse de phase des ondes
. " . . - o ek
électromagnétiques dans le vide sur la vitessehdsegpdes ondes dans le milieu considéré—. Sin (ouk)

w

tend vers zéro pour une valeur finie de la frégeena dira qu'il s'agit d’'unéréquence de coupurSi on utilise

2
la relation de dispersion, l'indice optique du pphasest alors donné par= 1—%_

Premierement on remarque que l'indice optique @smb est réel seulementci> ape En particulier
siw= ape l'indice n et le vecteur d’ondé tendent vers 0, la fréquence plasma est une fnéguée coupure
pour les ondes électromagnétiques.aBi< ape le vecteur d'onde devient imaginaire, et on pafinir une
longueur d'évanescence ou de pénétration de I'qidema : L, = c . Les ondes de fréquence

Wye\1- & | 6 pe
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plus faible que la fréquence de coupuee se propagent donc pas dans le plasmais elles sont en partie
absorbées et en majorité réfléchies.

Deuxiemement s > ape l'onde électromagnétique peut se propager, mais da cas l'indice optique
est plus petit que 1, en opposition a I'indice gpéi des diélectriques courants. Ceci est d augjti@itla vitesse
de phase d’'une onde électromagnétique dans un lastrplus grande que la vitesse de la lumiére pzada
vitesse de groupe qui est liée a la vitesse deepbas/yv, = ¢’ Le résultat est qu’un rayon lumineux qui entre
dans un plasma va s’éloigner de la normale (a beppde ce qui se passe quand il rentre dans liedai@rre).
Une lentille plasma avec de bords fin sera divergest une lentille plasma avec des bords épais sera
convergente.

Si on combine ces résultats on déduit qu’'une oneletrémagnétique qui traverse un plasdeadensité
croissantene peut se propager que jusqu'au pointgg w L'ionosphére, par exemple, empéche de recevoir
au sol les ondes électromagnétiques en provenandespace qui ont une fréquence inférieure a GAHY
(fréquence plasma correspondant a la densité éfegtre maximale de l'ionosphére), ou réfléchit temles
basse fréquence émises sur Terre comme illustriadigure 2. On remarque que le vecteur d’'ondd’'atele

Cdzpe
o’
constante ety.augmente. Au débub > ape mais a fur-et-a mesu@, se rapproche de donck diminue (et

la longueur d’ondel augmente, comme on voit sur la figure 2)k liminue, I'indice de réfraction diminue et
la direction de propagation change, car le veaiéumde s’éloigne de plus en plus de la normaleorsil loi de
Snell (voir figure), jusqu'a ce que le vecteurmtle soit égale a zéro et I'onde soit réfléchie. ;Npauvons
remarquer aussi dans la figure que 'amplitudeatele augmente, ceci est lié & la conservatioréaeigie®.

électromagnétique varie selon la relation de dspek =—,[1- . Dans cette formule, la fréqueneeest
c

Finalement on remarque que I'hypothése des ionsoiniles est bien satisfaite, car la condition d'sdise
de ces ondes est que la fréquence soit supéridiaréréquence plasma électronique, et donc il s'agijours
d’'un mouvement trés rapide par rapport au tempgaetion des ions qui ont une grande inertie.

7,
777,
0,
7 /4
4

7,
7
7
7
/

7y

R

/ ‘A

Figure 2. Une onde électromagnétique de fréquenest réfléchie par les couches externes de
I'lonosphére. L'onde se propagesi> ., mais comme la densité plasma (et dapg augmente, a partir
d’un certain point ape= wet I'onde est réfléchie.

¢) Ondes « électroniques » dans un plasma magnétisé

Nous allons reprendre ici le calcul de fagcon pléeégale, sans faire d’hypothése sur la polarisagben
élargissant au cas d'un champ magnétique staBgueon nul. Les ondes qu’on veut étudier ici sonfjdars
des modes a « haute fréquence » et donc on poamsadérer les ions comme un fond immobile neutralis
sans résoudre des équations pour les ions.

Les équations fluides utilisées sont identiqueslkes étudiées dans la section précédente, et foedt le
terme u X B introduit dans I'équation de transport de l'impauisidonne une contribution a l'ordre un, car

9 cela peut étre démontré en traitant le plasma commeilieu diélectrique de permittivité diélectrigjuelative
£=n? oun est 'indice optique du plasma.
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maintenant on a un champ magnétique d'équiliBgget le termaue; X By est non négligeable. Donc, au lieu de

trouver une relation de dispersion comme I'équatidB), on va trouver plusieurs relations de dispers
associées a différentes polarisations des ondepegmettent d’annuler le déterminant du systeréguations.

Il est commode, pour expliciter le résultat et é&udes propriétés des solutions, de choisir ugremu le
vecteur d'onde est selaret ouBg est dans le plar, z: cela permet de distinguer facilement les sohgidont
la polarisation enE est parallele & (composante longitudinale ou électrostatique) eftes qui sont
perpendiculaires & (composantes transversales). On trouve alorsitesduisant I'angl® entrek etBg :

k cosd
k=/0|etb=] O
0 sind
I o -k%? |
W = W~ KV —|Twcesm0 0
— 2.2
=>D=| iww,sing W’ — e~ k’c? —i%wcecosﬁ
2.2
0 iwz+a)cecosﬁ W’ = whe — k*c?

En I'absence de champ magnétique, les quatre temoresliagonaux sont nuls, la résolution est doas tr
simple. Il existe trois modes, dont deux identiquasrespondant a I'annulation de chacun des teoises de la
diagonale, ce sont les modes qu’on a calculésldgmremiére partie.

- Les deux solutions identiquemnt pour relation de dispersiowz:w,2m+k2c2, et elles ont des

polarisations transverses (rien ne distingue lesctions transversgset z en I'absence d8g). Ces solutions
correspondent, comme c'était prévisible, au prodongnt des ondes électromagnétiques dans le vide. On
remarque gue méme si le plasma est chaud, il pgsade contribution de la pression a des modesvieases, la
relation de dispersion est la méme que pour lenadasoid.

- Le troisieme modea pour dispersiona)z:a)f,e+3k2\/tﬁe et il a une polarisation strictement

longitudinale : c’'est donc exactement le mode ébstatique qu'avait fourni le calcul simple, sanswne
modification. On voit que ce mode n’est pas une ificadion des modes du vide, mais bien une solution
distincte et supplémentaire.

d) Réle du champ magnétique statique

En présence d’'un champ magnétique statique, c’dsegoura, non nul, on voit que les trois modes ci-
dessus se trouvent “couplés”. Leurs dispersiohsues polarisations deviennent hybrides : le madt&alement
électrostatique acquiert une composante transeeesakciproquement. On peut regarder brievengeoas ou
les ondes se propagent perpendiculairement au chaagmétique. Dans ce cas @80 et si® = 1. Une

solution qui rend le déterminant nul est la soluti@bituelle pour les modes transverse,= wh, + kc®. On
appelle ce mode le modedinaire. Les autres solutions correspondent a la condition

c’k? _ W, 2 a)z—(Asze

1-—

o - o a]z—(a)zpe+a72ce)

(pour simplifier on a négligé les effets de tempée électronique et on a pogg. = 0). On appelle ces
solutions les modesextraordinaires A partir de cette relation nous pouvons constatpre si

CLJ:\/CLJZpe"'CUZce =awy, le vecteur d’'ondd diverge. On appelle cette fréquence la fréquernybeide haute.

Cette fréquence est une fréquence de résonancpartinde fréquence de résonance quand il exisevaleur
finie de la fréquence telle que pour cette valeurdcteur d’onde (ou I'indice optique) tend vensfihi. Si on est
prés d’'une résonance, les ondes vont étre absodagéde milieu. On peut aussi calculer les frégesnde
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coupure (fréquences pour lesquelles le vecteur d&odevient nul, comme dans le cas d'une onde
électromagnétique dans un plasma non-magnétisébtemt deux fréquences de coupures

C()D :%|:O)ce+\ C()Zce+4a)2pe:|
W =%|:_wce+ﬂwzce+4&)2pe:|

L’'onde extraordinaire se propage seulemenisk w< wy;w> ay .

Dans le cas d'une propagation paralléle au champgnéimue (co8=1 et si®=0), on a les mémes
fréquences de coupure, qui correspondent a deursnash qui se propage avec une polarisation eireuvers
la droite, et I'autre avec une polarisation cira@avers la gauche (voir exercice dans les autectifs).

Les deux modes transverses, qui étaient identignd@bsence de champ magnétique, se distinguamt I’
de l'autre (modesrdinaire etextraordinairg. Toutes ces modifications restent faiblesusé << ahe mais elles

sont maximum au voisinage de l'intersection desespd’est a dire prés de= ape (Figure 3). On voit qu'alors
I'oscillation de plasma n'est notablement modifiée la présence d&gy que pour les petitls, 1a ou la vitesse de
phase est de I'ordre de la vitesse de la lumiéogi é& courant de déplacement joue un rdle.

w=rky,

Figure 3. Relation de dispersion fluide en présedioa faible champ magnétique.

4. SYSTEME A DEUX FLUIDES . M ODES DE PROPAGATION BASSE FREQUENCE
Dans un plasma on peut aussi exciter des modes basgience, pour lesquels le mouvement des ions et

pas seulement des électrons est important. On wadeax exemples, les ondes acoustiques ioniques da
plasma non magnétisé, et les ondes d’Alfvén tramsgedans un plasma magnétisé.

a) Les ondes acoustiques-ioniques. Fréquence de réaona
On considére un plasma chaud non magnétisé, hormpgemepos. Son équilibre est défini par
Zng = Ngg,Ueo = Ui = 0T =Teq, T =Tin,Eq =0,Bo =0.

Le systeme d'équations a analyser s'écrit :
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dt(ne) + neD'(ue) =0
nemedt(ue) +0( pe) = —rge(E +Ug X B)
Pe \ _
(=0

d; () +0.(u;) =0
rﬂmdt(u')+D(pi)_Zr\e(E+Ui xB)
( ) =0

0.(E) = _eﬂ
€o

On remarque qu’on a utilisé deux |nd|qe§d|fferents car les électrons et les ions ne vastigpondre de
la méme fagon aux sollicitations liées a la propiagade I'onde. Pour ce qui concerne les ions,agis de
compressions et décompressions rapides sur lealé&cdke temps, ils n'ont pas le temps d’'échangdtédergie
et donc ils ont un comportement adiabatique proprerdit, & une dimension, doge3. Pour ce qui concerne
les électrons il s’agit de compressions et décosgas trés lentes sur leur échelle de temps, demmnt le
temps d’échanger de I'énergie et de lisser lesignésl de température et ils ont un comportemerthésme,
c'est-a-direy=1, (température constante). Tout cela peut étrdiévé@ posteriorj en comparant la vitesse de
phase de I'onde avec la vitesse thermique descplasi pour chaque espéce : la vitesse de phadailast
devant la vitesse thermique des électrons, et grasde ou du méme ordre que la vitesse thermigsieots.

Les équations linéarisées, pour des solutions éepianes du typé(kx"d), ont la forme :

{— icng +Ngik i =0
~langMdlg +iK gTeokNg = —Neo€E,
—iany +npik O, =0
{_ lan omuiy +3kgTigkmy = ZngeE,
ik E=-eMa 2N

€o

Avant de résoudre ce systéme algébrique, on peatreraire une simplification et négliger l'inertiles
électrons dans I'équation du transport de mouven@@eia revient a négligeen,md, devantkgTokng et on
pourra a nouveau vérifiex posteriori que cette hypothése est satisfaite car la vitdesphase de I'onde est
petite devant la vitesse thermique des électiomsolution de ce systéme nous permet d’identifieelation de
dispersion des ondes acoustiques-ioniques.

2.2
:kC—SO+ k%c%s STio. (19)
LTy

1+ kz/]zDe

lci ¢ = ZkgTo/m , il s'agit de la vitesse acoustique-ionique, dépend de la température électronique

et de l'inertie ionique; en pratique la vitessepdepagation de I'onde correspond a cette vitesseleadeuxiéme
terme proportionnel a la température ionique resit. En effet, comme on le verra dans le chapbtria

condition d’existence de ces ondes imp&deyTi; >> 1, dans le cas contraire le calcul cinétiquenget

montrera que les seules solutions qui existent@desibndes amorties &nortissement Landau », c’est-a-dire
des solutions en'&™,

Si on compare la vitesse de phase de I'onde aveitelsse thermique électronique on voit que Ipoapest
égale 3/m./m , et donc beaucoup plus petite : I'hypothese quaeait utilisé pour négliger l'inertie des
électrons est bien satisfaite.
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En plus pour des grandes longueurs d’ondes, on pégiiger k*Aps” au dénominateur devant 1. Ceci
revient a considérer I'hypothése de quasi-neufratitest a direne; ~ Zny;, et a négliger le champ électrique E
dans I'équation de Maxwell-Gauss, mais attentamia ne veut pas dire que le champ électrique idsilrest
juste petit et il faut le garder dans les autrasaéigns, car c’est justement lui qui lie les moueats ionique et
électronique.

Pour finir, on observe le phénomeéne désonance,quon a déja introduit pour les ondes
électromagnétiques en présence d'un champ mageétgterne. Si nous négligeons le dernier terme de
I'équation (19) qui doit étre petit pour que I'onebeiste, on peut calculéra partir de la relation de dispersion et

2,2
%L , 0l nous avons utilisé la relatioBg = Apt,;, avec @’ pi =MoZ7e” LA
/]De wzpi _CUZ oMy
partir de cette relation nous pouvons constatersijae= apj, kK — o. Ceci est la définition d’'unfréquence de
résonance quand il existe une valeur finie de la fréquetslle que pour cette valeur le vecteur d’'onde (ou
lindice optique) tend vers linfini. En générab < apj. Si on est prés d’une résonance, les ondes voat ét
absorbées par le milieu, et si on a un systéme dersité décroissante, la fréquence restera la nnéae les
longueurs d’'ondes vont diminuer (et les vecteuosidé augmenter), jusqu’a ce que les ondes soisntlabs.

on obtientk? =

b) Les ondes d’AlfvénLa loi du gel des lignes des champs.
Les ondes d’Alfvéff sont des ondes électromagnétiques de basse faaeron peut exciter dans un
plasma magnétis@éu repos. On peut négliger les effets de temp&ratar ils ne participent pas a la propagation
de ces ondes. L’'équilibre est donné par (figure 4)

Zng = Neg,Ueg =Uig = 0,Te = 0Ty = 0F = 0,Bg = Bee,.

Figure 4. Le champ magnétique d’'équilibBy pour les ondes d’'Alfvén

On considere par hypothése des ondes qui se pmupagin la direction du champ magnétique
d’équilibre, gu'on a choisie selon la directian Dans ce cas les solutions de type onde sont deriae

dkz-at) on fait aussi 'hypothése que les solutions sted modes transverses (direction de propagation,
champ électrique et champ magnétique perpendieslaitvec par exemplg, = E;e, etB; = B;g,. Comme on a
déja fait pour les ondes électromagnétiques éleicfues, on peut combiner I'équation de Maxwell-Amgpavec
celle de Maxwell-Faraday et s’affranchir de la ahte champ magnétique, en tenant compte du faipquece
mode il faut garder la contribution des électrehsles ions au courant. L'équation résultante, liséatr est
donné par :

1 . 1
0% (Eq) _CZA(El) =—0(j1) =—0(Zenguj; —engUe)-
&o &o

Les équations de conservation de la masse ne doanenne information utile car la perturbation de
densité est nulle pour ces ondes, comme pour kessaondes électromagnétiques, par contre lesiéqaadu

0 Elles sont aussi appelées parfois ondes d’Alfvésidanelles, quand on appelle les autres modessielfréquence
dans un plasma magnétisé les ondes d’Alfvén corsipm@selles (qu’on ne traite pas ici), ou ondes ndéédmgonores lente et
rapide.
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mouvement pour les ions et les électrons linéasiséamt un peu plus compliquées que ce que on avdéja
cause de la présence du champ magnétique d’'éguilibojetées sur les axes, elles prennent la forme

—lwmdg , = —6&(E; +Ug By)
{_ia’meuely = U1 Bo
—lwmu, = Ze(Ey + Uiy yBy)
{_iamuily =-ZeyBy

On peut facilement résoudre ce systeme et ob&esivitesses en fonction du champ électrique paupleo
avec I'équation de Maxwell-Gauss. On obtient

M@ (e
“ 21
u. =_°¢ |wce| E -_EB
ey~ T n
mw @ 1_a12ce BO
o
u =i Ze B _ . Ze o _
- mw( (/.)Zcij mwats
1_
o
22
U, = € @i =1 :—E
Y me @ 1_(dzci Bo
o

Les fréquences cyclotron électroniqug et ioniqueay; utilisées ici ont été introduites au Chapitre ar P
hypothése on étudie des modes basse fréquencedamcdes égalités approchées pour les équatids(22)
qui correspondent a la limite basse fréquenpes< akj << ate On voit tout de suite que les électrons et les

ions bougent ensemble selon la directiprt donc il y a un mouvement, mais pas de coucantles charges se

PN . - E . . .
compensent exactement. Ce mouvement est di seksegide dérivie/,, :EXb introduite au Chapitre 2. Par

contre il y a un courant dans la directioqui est di au mouvement ionique. Donc I'équatierptbpagation de
I'onde électromagnétique prend la forme :

e
W°E, - ¢’k’E; = mﬁnioum
0

Si on combine cela avec I'équation paijg, on obtient la relation de dispersion des ondé$hein :

k*v?
o =—— (23)
1+VL
c2
. . o X By’ » . NP
oU on a introduit la vitesse d’Alfvém, =.[—2— . Ce mode a été calculé pour la premiére foisAptuen
MNioklo

(prix Nobel, 1942). En général la vitesse d’Alfvést beaucoup plus petite que la vitesse de la herWje<<c,

et on aw= kV,. Dans le cas général de la propagation obligueglation de dispersion devie@t= k,Va. Il est
intéressant d'essayer de visualiser ces ondesffeinse on dessine les lignes de champs des ondéfyéh,

elles se comportent comme des ondes qui se propsgienne corde rigide, ou la ligne de champ ptarglace
de la corde (Figure 6).
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Sur la figure 5 on a explicité a un temps donnéretleux positions les directions Be E; et de la vitesse
de dériveE; X By en haut. On voit que la vitesse du plasma estledras pour le premier point, et vers le haut
pour le deuxiéme. Si on regarde comment bougge lde champ dans la figure du bas a deux tempsssifs,
on voit qu’elle se déplace de la méme facon.

La ligne bouge vers le bas ou le haut a la vite@ls_eﬁﬂ Ei|, ou la deuxiéme égalité vient de

k|[Bo| |Bo
I'équation de Maxwell-Faraday. Donc la ligne de mpaest modifiée par la propagation de I'onde deéane
facon que le plasma, comme si la ligne de chanipgkee dans le plasma (pas de mouvement rel@ést un
exemple d'application du théoreme du gel des ligleghamps, déja introduit dans le Chapitre 4.nSexcite
ces ondes dans un cylindre magnétisé, avec le clidmpilibre dans la direction axiale, le champcéigue
sera radial, et le champ magnétique perturbé stdevement de dérive seront azimutaux, ce qui ptathe
torsion des lignes de champ.

ty E, X Bo) e, xB,

Figure 5. Ondes d’Alfvén, les perturbations de chamagnétiques et électriques ont été exagérées
volontairement. En haut on montre une image a mpgedonné, en bas on montre une ligne de champ»a de
temps successifs (propagation vers la droite).

* Guidage du mode d'Alfven

Le mode d'Alfven a une fréquence qui ne dépenddglig. La vitesse de groupe est donc paralléie:n
dit que c'est un mode guidé. Cela lui donne unadgamportance dans les plasmas, car une pertombsir ce
mode peut se propager grace a cela trés loin daws® : ce mode ne connait pas I'amortissementégéque
en 1t? des modes qui se propagent de facon isotrope commmde sonore. La présence par exemple d'un
corps conducteur dans un plasma magnétisé en meumegrarturbe ce plasma extrémement4bin

5. EXCITATION DES ONDES DANS UN PLASMA

Comme on a vu dans ce chapitre plusieurs typesid’'peuvent se propager dans un plasma. Selopde ty
d'onde que I'on veut étudier on peut utiliser undile différent pour le plasma, (ions mobiles ou whites,
traitement a deux fluides ou MHD). Ceci revientard des approximations sur la réponse du plasrza a
sollicitation que nous étudions. Les approximatipesivent étre faites a priori (mais justifiable @steriori !);
par exemple si on utilise la MHD on n’étudie quedponse basse fréquence du plasma, on n'a palmpgede

21 Derriére un conducteur qui se déplace dans un gmaagnétique (par exemple un satellite -natureirificiel- dans
la magnétosphére d’une planéte), on montre quidte>une sorte de « sillage magnétique » sous faerdeux cylindres trés
longs et inclinés par rapport a la direction du renent qu’on appelle desades d'Alfvens.
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calcul dans ce chapitre, mais par exemple le ledteéressé peut montrer que on retrouve bienlitioa de
dispersion des ondes d'Alfué partir des équations MHD. Autrement nous pasveoésoudre le systéme d:
sa globalié et faire les simplifications a la fin. Cette diéume méthode est beaucoup plus lourde du pointid:
du calcul, et il vaut mieux choisir I'approche lagpdirecte pour chaque type d’'onde étu

Une différence importante est liée a I'équilibreis, nous n'avons pas les mémes solutions si le plae
I'équilibre est magnétisé ou pas, ou si, a I'égudiil y a un mouvement relatif entre les espécagossibilité
d’exciter une onde dans un plasma dépend des @mal@ux limites, de la présence fluctuation de densité ¢
de champ magnétique, ou de la présence d'un teamtorgage. Par exemple on pourra exciter des ¢
électromagnétiques avec une antenne et les faiager dans un plasma. Les ondes de plasma élgctes
peuvent étre excitéepar des faisceaux d'électrons qui traversentlasnm. En laboratoire une grille charg
soumise a un potentiel pulséargs un plasma pe étre utilisée pour exciter des ondes électroniqoe
acoustiques ioniques, et plusieurs ondes peuveniste en méme temps selon les conditions d’excitation
laser qui se propage dans un plasma peut ausstesdes ondes plasma électroniques ou des ondastiagees
ioniques par couplage ndiméaire avec le plasma. L'univers est principalatreonstitué d plasma. C’est donc
aussi un laboratoire d’exception pour étudier leetlippement de nombreuses instabilités et onddss
peuvent en particulier étre étudiées en détailegeddes mesures-situ des particules et des champs (électr
et magnétiquedlans I'environnement des planétes et le milieurjiémétaire. Les ondes de plasma et les o
acoustiques ioniques sont ainsi connues pour dtogigine des émissions électromagnétiques les pitense:
émises par le soleil dans le domaine radi00 kHz -20 MHz). Ces ondes sont associées a des fais:
d’électrons se propageant dans le milieu interptareéa la suite soit d’une éruption dans la hatiteospher:
solaire, soit d'une accélération en amont d’ondehize interplanétaire. Les ondplasma ont aussi un réle tr
important dans le transfert d’énergie entre diffiéee échelles spatiales, et entre espéces (icadyais) ne
pouvant pas sinon échanger de I'énergie comptedereur masse (et donc leur inertie) différer

0 10 20 30 40 50 60
Time (msec)

Figure 6. Exemple d’'une forme d’onde (amplitude en fomatio temps) électrique observée dans le m
interplanétaire, associée a une éruption sur leefdles trois couleurs correspondent aux trois posantes di
champ électrique le long du champ magnét interplanétaire (en noir) ou perpendiculairement (@uge e
bleu). N.B. On ne peut pas résoudre dans la fitafeequence plasma, les oscillations qu’on voittd@ées a
un phénomeéne de battement. NASA@STEREO/'

D’autres types d’ondes sont ausbservées telles que les ondes d'Alf\dans I'ionosphére de la Tel
(autour de 1Hz), dans le milieu interplanétairedans les boucles coronales du Soleil. Dans ceeteras, elle:
sont suspectées de participer au chauffage couronne solaire, I'un des grands mystéres deyaighe solaire
depuis plus de vingt ankes planétes émettent un rayonnement électromagieétin région aurorale. La figL
7 illustre comment un spectrogramme (diagramme ¢-fréquence) des ondes pgarmettre d’identifier quan
le satellite qui fait les mesures traversent laoég’émission du rayonneme
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Figure 7.Rayonnement Kilométrique Terres. Spectrogramme des ondes observées s satellites
Viking (en haut) et FAST (en bas) région aurorale (en ordonnée la fréquence edlestisse le temps, le ca
couleu traduit l'intensité des ond. A grande échelle on note la forme en V aplatspectre du rayonnemen
le minimum du V coincide avexfréquence cyclotron locale des électrons, cesqggere que I'émission se f
a cette fréquence et qu'au cours de la propagdadnéquence augmente. A haute résolution temparkd
spectre apparait composé d’'un grand nombre de stras fines dévant en fréquence (partie basse de
figure).

Un résumé des diverses ondes qui peuvent se progage un plasma est donn-dessous. Il inclut les
exemples vus dans ce chapitre, mais pas seule@emappelle aussi les définitions de fréquenceaupure et
résonance.
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Récapitulatif des principaux modes de propagation gssibles dans un plasma

Modes Mouvement  Condition
plasma
Electro- Electrons Bo = 0ou IZ||L5>0
statiques
(haute
fréquence)
k OB,
Electrons et ions |§0 = 0ouk |||§0
(basse
fréquence)
kK DBO (presque)
k OB,
(identiquement)
Electro- Electrons B, =0
magnétiques  (haute L
fréquence) k OBy E; || By
k OB,, E, OB,

K ||I§>0 (polarisation
circulaire droite)
k ||I_5>O (polarisation

circulaire gauche)
Electrons etions g —
B, =0

(basse o
fréquence) k 1By

k OB,

Rappel des définitions :

Relation de dispersion

o = o pe + 3k?V2the

o = wzpe + wzce = CUZH

k20230

S— + kZCZSO(—sTiO J;CZSO E—ZkBTeO
1+k“A%de ZT. m

€0

w* = e + k3?0

0)2: 1 Ea)ZLH

-1 —2
(Weite) ™+ @ “pi

w? = o pe t k2c?
W = o? pe + kc?

Czk2 zl_wzpewz—wzpe
2 W o -l

C2k2 1- (‘)pez/w2
o? 1- (el W)

C2k2 B a)pez /(4)2

o 1+ (we/ @)

k2vZa

- 2,2
1+v,“/c

o _ 2C230+V2A
W=k T
1+v,“/c

Nom

Onde plasma
(onde de Langmuir)

Oscillation
haute

hybride

Onde acoustique-

ionique
Onde de cyclotron
ionique électrostatique
Oscillation hybride
basse

Ondes lumineuses

Onde ordinaire

Onde extraordinaire

Mode Droit (onde de
Sifflement)

Mode Gauche

Pas de solution

Onde d’Alfvén
torsionnelle

Onde de compression

(magnétosonore)

Fréquence de coupure on dit que une fréquenae est une fréquence de coupure si le vecteur d’onde
associé a cette fréquenk@)=0. Dans ce cas l'indice optique du milieu aussiégstl a zéro. Une fréquence de
coupure est associée en générale a la réflexion.

Fréquence de résonanceon dit que une fréquenaeest une fréquence de résonance si le vecteur &’ond
associé a cette fréquenki@g)= . Dans ce cas l'indice optique du milieu tend awusss I'infini. Une fréquence
de résonance est associée en générale a I'absorptio
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APPENDICE A. LE DIAGRAMME CMA

Ce diagramme illustre la variété des modes de gatpm possibles dans un plasma magnétisé et résume
leurs propriétés. Il doit son nom a ses inventé&iesnmow-Mullaly-Allis. Sa validité est limitée ayplasmas a
température nulleT, = T; = 0. Le diagramme présenté ici est tiré du liveerd Chen, Introduction to Plasma
Physics.

Il s’agit d’un outil pour trouver dans un plasmandé les modes qui peuvent se propager. Il a doac un
abscisse graduée proportionnellement a la densit@e ordonnée proportionnellement au champ magreti
Une onde de fréquence donnée correspond a unghoilibgramme. La pulsation est normalisée par g
pulsations caractéristiquesg, et « des électrons. Les différentes zones du diagrasone délimitées par des
fréquences de coupure (cut-off) ou des résonarckisitérieur de chaque région du plan un petitsiesnontre
les propriétés des ondes qui peuvent se propager.s@lutions dépendent non seulement des propudétés
plasma mais aussi de la direction de propagatimuf€ 8).

Figure 8. Définition de I'angle.

Les propriétés de la solution sont résumées paretih dessin qui indique comment varie la vitesse d
phase en fonction de I'ang La Figure 9 montre le principe : il faut imagirgue la direction verticale est
celle du champ magnétique, la solution a forcéneet symétrie cylindrique autour de la directionathamp.
Mais il n'y a pas forcément une solution pour tessangles de propagation (voir Figure 10).

D

Ellipsoide

a)B

ce

ml

= > y=

Figure 9. Cas ou il y a toujours une solution quelgoit I'angle de propagation.
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Haltere Roue

Figure 10. Cas ou il n'y a pas de solution pour ttesangles de propagation. A gauche le cas olyil n
propagation que dans la direction quasi-paralledarface en forme d’haltére. A droite, cas ou il a'y
propagation que dans la direction quasi-perpendiin, surface en forme de roue.

Dans le diagramme complet on voit que dans un@mégpnnée du plan il peut y avoir 0, 1 ou 2 sohgio
suivant le nombre de schémas (ellipsoide, roue,. gtqui sont superposés.

R R

0 X
2 RESONANCE

M/m

w./w OR MAGNETIC FIELD

w. RESONANCE

2 /w? ORDENSITY

Figure 11. Diagramme CMA tiré de Introduction to Baa Phyics de F. Chen. R et L signifient « right » e
« left », X et O « extraordinary » et « ordinary ».
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CHAPITRE 6. EFFETS CINETIQUES. AMORTISSEMENT LANDAU.

Ce n'est que dans les limites de certaines apprakims que I'évolution d’'un
plasma peut étre décrite avec une bonne précisargs modélisations fluides qui
viennent d’étre présentées. De facon générale, rawsysteme fermé d'équations
fluides ne peut décrire complétement les phénomagres un plasma sans collision
et il faut utiliser une description dite « cinétewu. Celle-ci consiste a caractériser le
milieu, non pas par les quelques premiers momeattadonction de distribution
seulement, mais par la fonction de distribution ptate, et donc a utiliser, non pas
un systéme fluide, mais I'équation cinétique adapt&quation de Vlasov. Le calcul
des modes propres de propagation, dans ces congltiest alors moins simple
(systeme intégro-différentiel) : nous le décriroid en détail pour le cas
fondamental déja présenté : I'onde de plasma. Neusns que les effets cinétiques
apportent une différence importante par rapport aésultats des calculs fluides,
c’est I'apparition d’un amortissement de I'onde aff «<amortissement Landaw.

1. RECHERCHE DES SOLUTIONS « ONDES » DU SYSTEME VLASOV/ M AXWELL
a) Systeme d’équations

Nous nous plagons dans le méme cadre théoriqueeajue utilisé aux chapitres 1 et 5 pour étudier les
oscillations et ondes de plasma (« onde de Langmuiela signifie que nous faisons les hypothésesantes :

- le plasma est globalement neutrg, = Zn; ,

- il n'y a pas de champ magnétique statique danslieun

- les fréquences sont suffisamment hautes pour guems puissent étre considérés comme immobiles

(on n’écrira pas dans ces calculs les indepsur préciser que I'on raisonne sur les électrons)
- les ondes sont purement électrostatiques,
- on suppose le probléme a une seule dimens{on notera simplemei, = E etv, = V).

De telles fluctuations existent en théorie fluidetnme on I'a montré au chapitre précédent ; on adoe
cela reste vrai en théorie cinétique. Nous alldndiér la modification des résultats (et des mamgments qu'il
faut faire) quand on reproduit cette étude en fbéonétique.

Le systéme a résoudre comporte deux types d’'in@snune fonction qui dépend du temps et de I'aspac
et une fonction qui dépend du temps, de I'espaakeda vitesse. La premiere est la composantdtlatigale
du champ électriquE(x,t) et la seconde est la fonction de distribution desses électroniqueg,v,t), qui est
équivalente a l'infinité des variables scalaireg gont les moments macroscopiques des électmpns ,...).
Les deux équations qui permettent de résoudrel’égufation de Vlasov et I'équation de Maxwell-Gauss

(1) +10,(1)==20,() =0

3, (E) =—§(n—zm

Le premier moment pour les électronig,t) = [ dvf(x,v,t) apparait explicitement dans I'équation de

Maxwell. C’est I'aspect intégro-différentiel de sgstéme qui améne quelques propriétés intéressantasssi
quelques difficultés mathématiques. Les ions patreosont considérés comme immobiles et froidscdin
sont complétement décrits par la densité (leur pmemoment) qui est une constanteny. On n'a donc pas
besoin d’'une équation pour décrire la fonction @eridhution ionique dont on suppose qu’elle n’éwhas.

Nous allons maintenant appliquer le programme tfritele la méthode classique présentée précédemment
pour les systemes fluides (simplement différentigleur calculer les modes propres de ce systenétigque.

b) Résolution « classique »

La méthode consiste d’abord a linéariser ce systéamatte premiére étape ne présente pas de difficul
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On n'a ici que deux inconnuef(x,v,t) et E(x,t), qu'on suppose données par un équilibre et ungepar
linéaire :f=fy+f, et E=Ey+E4, avecf<< f(. En linéarisant autour d'un état d'équilibre mf= cste=Zny, (i.e.
fo=fo(v) telle quen, = [ f(v)dv) et E, = 0, on obtient :

@+, )(f) =2l g,

(9X(E1)=—€£n1 avec n1=J dvf,(v)

(o]

On peut encore tenter de réaliser I'étape suivaotest a dire chercher s'il existe des solutions

exponentielles pour lesquellésutes les variables du systéme varient comete&-iat (en particulier, =
E eikx=ot) avecE,; constante complexe). On obtient ainsi le systég@baique suivant :

ed, (f,)
v-wl/k)f, =—L % E
(v-wlk)f == CTE,

e

E =- ke, n avec n =J dvfy(v)

Soulignons que ces équations reposent sur I'hypetligie les solutions particuliéres recherchées sont
« complétement » monochromatiques au niveau miopgue : la fonction de distribution est ici supges

varier endk*-idt gqyec les mémes fréquences et nombre d’onde potasttes vitesses Ceci est une hypothése
beaucoup plus forte que de supposer seulement epiequelques premiers moments, u, p, ... sont
monochromatiques, comme on le fait en théorie éufgie point se révelera étre un point critiquelaauite.

C'est lorsqu’on tente de résoudre le systeme pegtégue I'on constate les difficultés. Une résoluti
naive consiste a écrire :

fl = _E aV(f()) El
kmv - w/k

e
E, =-——— | dvf
! ikgoj !

En remplacant; calculée par la premiere équation dans la deux@mabtient

2
1- 2e JdvaV(f") E, =0, c'estadire:
k“me, v-wlk

2
W,
1- kge | (w/k) [E; =0

avec | (w/k) = Jdm
v-awlk

CommeE; est non nul, la seule facon d’avoir une solutiarsgstéme est d’avoir

@’
1- kg‘*uw/k):o

Ce qui, en analogie avec ce qu'on a calculé dansHapitres précédents, devrait permettre d'ardvir
relation de dispersion des ondes plasma. Cepemaast trouve confronté a une difficulté pour lecaalde
l'intégrale. On constate immédiatement que ce taésnla pas de sens tant quik estréel : I'intégrale | (a/k)
n'est en effepas définiedans ce cas puisqu’elle posséde un pbéle=erik (sauf si le numérateut(f,) était nul
pour cette valeur particuliere de la vitesse, desqrait un cas tres particulier).
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On verra dans la suite comment traiter mathématigue ce probléme, mais dans un premier temps
essayons de comprendre ce qui signifie physiquelagadile qui apparait au dénominateur.

On voit bien ainsi que la méthode classique ne pasts’appliquer sans précaution en théorie cinétig
existe toujours, en effet, un certain nombre (musmoins grand mais en général non nul) de paeticde la
fonction de distribution qui vérifient = a/k ; c’est I'existence de ces particules, diteggsonnantes> qui
nécessitent de modifier la méthode de résolutianthéorie fluide au contraire, qui ne faisait aggfiiee qu’une
seule vitesse, la vitesse fluided’oscillation de I'ensemble des particules, masijesi problemes éventuels liés
a ces résonances.

2. PARTICULES RESONNANTES
a) Définition

Dans les cas ou il existe une solution particuliénes'® d’amplitude constante ou presque constante,
c’est-a-dire avec une pulsation qui peut étre cemglv= @ + i mais vérifianta << «, les particules de
vitesse égale a (ou proche de) de la vitesse deeptal’'onde sont appelégsmftticules résonnantés:

«
v, = ?f

La vitesse de phasg, est aussi appelée vitesse de résonance pourrtesufes. On a vu que cette vitesse
s'introduit naturellement, d'un point de vue matladique, lors de la recherche des modes propress Hitans
maintenant voir, d’'un point de vue physique, pooidas particules résonnantes jouent un réle ingmarpour
les effets cinétiques. Dans le "repére de 'onad&st a dire le repere se déplacant a la vitegsees particules
sont a peu prés immobiles, et elles voient donchamp électrique quasi-statique. Il est donc pitgeigjue le
champ influence trés fortement leurs trajectoitegueelles constituent des agents privilégiés pesiéchanges
d'énergie entre champs et particules. C'est lexigt de ces particules résonnantes qui fait queitement
linéaire présenté jusqu'ici demande a étre compl@@nmencons donc par étudier les trajectoires efte ¢
particules.

b) Dynamique des électrons dans le champ de I'onde

Supposons que I'onde existe et étudions la dynaeniljs électrons dans le champ de 'onde. N.B.itd
0 ici n'est pas utilisé pour indiquer une situat@équilibre comme dans la partie précédente, massquantités
constantes, il s'agit toujours de petites pertudnst On considére la partie réelle Be= E,e!**~©9 et on
choisit une phasep(= 0) pour écrire sa valeur dans I'espace Er|t)=E,cogkx — ).

Pour étudier plus précisément le réle des partictdsonnantes, on effectue un changement de rppere
se placer dans le repere de I'onde. Dans ce regenactérisé pat' = x — vgt, le champ est stationnaire et s’écrit

E(X',t) = Eo cogkx’)

La conservation de I'énergie permet d’écrire I'&ipraqui relie vitesse et position d’'un électromsl@e repere:
1 m( vo)—— Eo(coskx coskxo)

avec comme conditions initiales pour la particud@slle repere de I'ondg; etv,. Cette équation ne peut pas se
résoudre de maniére simple, mais on peut disc@ervdleurs que peut prendre la vitegs®n constate que

cette vitesse ne pourra s’annuler le long de jadtaire de I'électron que sjsz—i E0(1+coskx0) , C'est-a-dire si
m

la vitesse initiale de I'électron est assez peti@ns le repére de I'onde. Revenant dans le refparecela
signifie que les électrons dont la vitesse initiag proche de la vitesse de phase de I'onde ptduak@ir une
vitesse qui s’annule. A l'inverse les autres gavdeune vitesse peu différente de leur vitesséalgitet seront
donc peu perturbés par la présence de I'onde. Géttation est résumée sur la figure 1 qui représéas
trajectoires individuelles des électrons dans despdes phasex,{} sous l'effet du champ électrique. On ne
considére sur cette figure que les particules avecvitesse positive dans le repére de I'onde duedans le
repére du laboratoire vont un peu plus vite quad& I'image serait symétrique en bas pour lesquégs un

87



peu plus lentes, ou avec vitesse négative darepkre de I'onde). On voit que, pour une amplitudenge (et
constante) du champ électrique de I'onde, lesqude se séparent en deux classes. Celles quasatgssus de
la ligne en gras ont initialement une vitesse saffiment différente de la vitesse de résonance rdt so
"passante§ c’est-a-dire elles sont Iégérement accéléréegetlérées en fonction du signe du champ quilescil
en espace, mais en moyenne elles vont garder l&endasse. Celles qui sont au dessous de la figneontre
ont une vitesse initiale trés proche de la vitesd#onde et donc oscillent sur placpi€égées dans un puits de
potentiel de I'onde et leur vitesse passe par d&ns ce repére. Dans la figure on n'a représergdeguvitesses
positives (> 0), mais les vitesses changent deedidinection) en passant par zéro, c'est-a-direlgsi@articules
restent toujours approximativement au méme endiaits I'espace. Ces dernieres particules desstrd
I'espace des phases ce qu'on nomme des “boucfEégimge”.

Repére fixe Repére de l'onde

v/v,
y

2k e T

1.8

Particules passantes

16t T -

1.4 \/\\\
\\ e
Y
\

1.2

@

3 4 5 E} 10 kx

Particules piégées

Figure 1. Trajectoires individuelles des électralans un potentiel électrostatique sinusoidal, garti
positive. Les trajectoires sont calculées en impb&aconservation de I'énergie dans le repére’dede.

En vertu de I'équation de Vlasov, ces trajectonegmésentent aussi les isocontours de la fonct®n d
distribution. Pour toutes les vitesses v correspondant a degdigifes passanteseci a la conséquence
suivante : si on admet que la fonction de distidsugest stationnaire dans le repére de l'onde goourtx, (ce
qui serait le cas dans ce repére pour un mode @rIpétique purement monochromatique), on peutéeiuide
gu'elle 'est partout et on peut calculer sa vadgutout autre point. De cette facon, I'hypothése d'une variation
sinusoidale du champ entraine la forme de la vaniatef; (v) ; on peut vérifier que celle-ci est égalemergea
prés sinusoidale, au moins pour les vitesses ppre'ghant pas trop de la séparatrice (ou les affatsinéaires
se font sentir)Pour les vitesses correspondant aux particulesé®édl en va tout autrement : l'information sur
leur fonction de distribution en un point reste faoée dans une boucle de piégeage et I'hypothé@sectiamp
sinusoidal n'‘a aucune conséquence sur la forma dariation erx defy(v) pour les vitesses correspondantes ;
cette variation, d'une boucle a l'autre, peut @mwelconque. Tout ce qu'on peut affirmer, pour uangh
d'amplitude constante, c'est que le nombre decpéeti piégées va rester constant (et c'est ce mooldr
intervient dans le couplage "résonnant" avec langhaA l'inverse, pour une onde amortie, la digtorc entre
particules piégées et particules passantes n'estipsolue : la diminution de I'amplitude de l'orzsheéne un
nombre croissant de particules a se "dépiéger". Ndhs tous les cas on reste dans I'hypothéseaqueriation
des vitesses des particules associée au champagileatst faible devant leur vitesse initiale, taslire que les

particules piégées gardent une vitesse proche diekse de phase dans le repére du laboratires Vg et de
méme pour les autre particules non-résonnant ayt@ssev,, la variation reste faiblév << vy,.

c) Estimation des échanges d’énergie entre I'onde etélectron

Comme dans les paragraphes précédents, on supp@denpe existe sans chercher a vérifier cetteothgse.
Le traitement du probleme n’est donc pas auto-ocafér
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Dans cette section on reste dans le repere duad@ et on écrit le champ électrique de I'ondessla forme

complexeE(x,t) = B expli(kx — at)] e¥ . Le facteur exponentiel traduit une application {gsance) lente de
'onde et va éviter des divergences dans la suitealcul. o est une constante positive telle qdie< @ la
croissance est tres faible pendant plusieurs p&siod

On considére un électron qui est au point de I'espes phases caractérisé par Vot +x.°et Vo = constante.
Sous I'effet du champ électrique, cet électron asspr ex = xy + X; etv =V + v;. Formellement cela revient a
linéariser les équations du mouvement des partcefedisant que I'effet du champ électrique est petite
perturbation par rapport a leur mouvement libre.p@rticulier, on peut supposer en premiere appraton
gu’il est dans un champ uniforme qui ne dépend plus du temps, car il ne dépend>dgu’au travers de
Xo = Vot +Xo. Les équations du mouvement linéarisées sont donc

dx, dv, 0

— =Vy;—— = 0= vy = cste; Xy = X5 + Vgt

dt O dt 0 0T

D vy M- B e expikxd + kvt - iat + &)
dt  tdt . om ° oo

On en déduit I'équation du mouvement :

eE eE
Vi =~ - =-
m(a' + i(kvg — w)) mD
eE eE
Xl = - =

m(S + i(kvy - @))?  mD?

ol on a définiD = J + i(kvy — ). Le mouvement de I'électron étant connu, on pmltuler la puissance
moyennée dans le temps qu'il recoit de 'onde = < -€eEv>.

W, = (= B0 + ) (Vo +V)) = (~ eE(X0)Vo) + (= 6EX)) + (= €0, (E,) ey, X0
e . x
= _ED E{E vt leoax(Ex)x:xo]
On remarque que la moyenne du premier terme el cat c’est le produit d’'une fonction sinusoidsimple

par une constantey, et dans la deuxieme ligne on a exprimé la mogesmfonction des quantités complexes.
On a au final :

2 .
e 1 kv 2
W, =—-——[Oel-—+—L1||E 1

¢ 2m { D D? }' | @

Si on explicite la partie réelle on obtient :
2

_ o 20kv, (kvgy — w) 2
We=-—| - + 00 EI” (@
Zm[ 0%+ (kvg - w)? (52+(kv0—w)2)2 | | @

_ eza'k2|E|2 w?
= |~z Vol (2)
2m(kvy —w)" | k

La deuxieéme ligne est obtenue a partir de I'hypst¢hgued est petit, etdz négligeable devarfkv,-)? partout au

dénominateur. Le signe d&, est donc celui dfﬁjz_voz] On constate que si la vitesse de I'électron kst p
k2

petite que la vitesse de phase de I'onlgy 0 et donc I'électron regoit de I'énergie de I'end\ I'inverse, si sa

vitesse est plus grande, c’est lui qui cede deefgie a I'onde. Cette contribution est surtout imt@ate pour les

particules qui ont une vitesse proche de la vitégsphase de I'onde, a cause du dénominateur. éstiqn qui

se pose immédiatement est celle du bilan de cemgel sur I'ensemble du plasma.
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d) Echanges d’énergie entre 'onde et I'ensemble ééctrons

Savoir si 'onde gagne de I'énergie ou en perdergva savoir si globalement les électrons plussiguie
'onde sont plus ou moins nombreux que les élestigns rapides que I'onde. Si on considére unetimmae
distribution centrée en 0 et décroissante de partd’autre, comme une maxwellienne, on constate
qualitativement qu'il y a plus d’électrons lentseqie rapides (figure 2). L'onde est donc amoitisoa énergie
est transférée aux électrons. On peut calculevisspnce moyennd/ échangée entre I'onde et I'ensemble du
plasma en intégray, sur la fonction de distribution initiafig. Pour faire cela on doit prendre la forme\g
avant approximation (équation (1)), et on trouve

e’ ¢ 5/k 2(31 KV — @/ k)
=|d f =-— av - f
! I MR 2mk :[o (5/k)2 +(v—a)/k)2 +((5/k)2+(V—a)/k)2)2 o(V)
e’|g* v/ K S .
N ) f d, (f
2mk { (31K) + (v -/ k)* O(V)Lo +:[0(5/k)2 +(v-w/k)? v (fo(¥)

ol on a fait une intégration par partie. Le prentegme est nul cafy — 0 pourv — +oo. Pour évaluer le
deuxiéme terme on peut maintenant faire teddrers zéro et remarquer que

olk
(31K)? +(v—wl k)?

ou & est la fonction delta de Dirac. Grace a cela oreabte résultat final pouwdW/dt

7B W2
W:—%F|E| d,(foM),,

Wk v

Figure 2. Fonction de distribution stable

Cette expression confirme le rble de la pente deration de distribution au point ou la vitessé &égale a la
vitesse de phase de l'onde. Si cette pente estinéghkes particules en moyenne gagnent de I'éeeegipar
conservation, I'onde est amortie. Le bilan d’énengbus permet de calculer le taux d’amortissententiensité
d’énergie moyenne associé & I'onde plasma élecmenést donné&parU = g<E*>=g|Ef/2. L'amortissement
de I'onde correspond a une décroissance exporerdiel’amplitude de I'onde, on note daid=|Eq|exp(- yt).
L'énergie par unité de temps perdue par 'ondeégate a I'énergie gagnée par les particules, arna d

22 L'énergie de I'onde est la somme de I'énergie d@gsac champ électrique,<E>>/2 et de I'énergie associé a
I'oscillation des particules que on peut montree &ussi égale &<E>>/2. Il en résulte que I'énergie totale de I'ores
bien donnée pag<E>.
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du __, EZ‘ e w2 _

o NS T %F| 1"d, (fo)|,,/ =
B w s C(sze

n-= 2 k2 v( O)|wlk 2 w—, —d (f0/n0)|w/k

C’est ce qu'on appelledffet Landau. Il est important de remarquer que I'onde est dim@ans dissipation au
sens classigdé

A l'inverse dans I'hypothése ou la fonction de wl®ition a une région de pente positive, I'échadimergie
peut se faire en sens inverse et une onde avesseitie phase dans la zone de pente positive pewrdplifiée
(voir figure 3), la ou en moyenne les particuleslpat de I'énergie.

fA

Figure 3. Fonction de distribution potentiellemémdtable

L’excitation et évolution de cette instabilité peéire montré par des simulations numériques, ou on
introduit dans le plasma décrit par cette fonctitendistribution une petite perturbation ondulatarec une
vitesse de phase égale a la vitesse des partitaiessia zone ou la pente est positive.

10° ‘ ! ’ T ! ]

0 200 400 600
Time

Figure 4. Croissance de I'amplitude de I'onde aletemps jusqu’a la
saturation

Ceci est illustré par les figures 4, 5 et 6 : sufigure 4 on voit 'amplitude du champ électriqie I'onde
qui croit avec le temps, pendant cette croissasxpdrticules un peu plus rapides ont cédé leugiéna I'onde,
le nombre de particules avec une vitesse un peufplble que la vitesse de I'onde augmente ebratfon de

23 Cest donc un phénoméne fondamentalement diffémt 'amortissement habituel, puisqu’il s’agit d'un

amortissement réversible du point de vue des émqmtinicroscopiques (I'équation de Vlasov conseteetiopie, c'est
I'équivalent d’équations du mouvement sans fricébmlonc réversibles).
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distribution s’aplatit avec le temps autour degsses proches de la vitesse de phase (figure @ndJa pente
de la fonction de distribution devient nulle, I cesse de croitre et I'amplitude du champ restestante,
comme on le voit sur la figure 4. On parle alorsdeiration de I'onde.

<F>,
o
o
)
I

0.05 -

0.00 L

©

Figure 5. Evolution de la fonction de distributiaxec le temps, au temps
initial la vitesse de phase de I'ondg, est dans la zone a pente positive, mais avec le
temps la fonction évolue et s’aplatit, jusqu’a eede systéme devienne stable.

Dans la figure 6 on voit plus en détail ce qui asge pour les électrons. Elle montre la vitesseéldesrons
en fonction de I'espace a des temps différentsq@dgoint de la figure correspond a la positioa & vitesse
d'un ensemble d’électrons, dans ce qu’on appediephice des phases. On reconnait les particuledalbosse
de la fonction de distribution par la ligne bleugoar de 5 (en unité arbitraires) : on voit qu'aledemps les

particules avec une vitesse proche de la vitesgghdee vont interagir avec I'onde et modifier ladion de
distribution.

Figure 6. Evolution de I'espace des phases dedrélecavec le temps.

L'une des conclusions de cette étude des écharigasrdie entre onde et particules est qu'il ne fzag
rechercher de modes propres ayant une fréqueneenput réelle : sauf cas trés particulier ou lavééride la
fonction de distribution serait nulle, il y a toujs des échanges d'énergie entre onde et élecatodsnc
toujours une partie imaginaire a la fréquence, dgorit 'amortissement ou la croissance de I'onDans
certaines conditions, cet échange peut néanmamsrés petit et négligé (voir ci-dessous).

e) Nombre de particules résonnantes tendant vers zénmite fluide

On peut deviner que le réle des particules résdesatiminue lorsqu’elles sont moins nombreusest ée
dire lorsque la vitesse de phase est grande paomap la vitesse quadratique moyenne des parsialdela
distribution ou au moins de la plus grande paréatde elles (figure 7). En faisant un développeniierité du

résultat précédent pourk >>v, on devrait donc retrouver le résultat fluide. ¥iéns-le. L'intégrale a calculer
est:
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3,(f,)/n, f/n, 1
1y = [ d@eed Mo _ f g, -
H@lk) JV v-wlk J\’(v—a)/k)2 <(v—a)/k)2>

ou on a fait une intégration par partie pour avairdeuxieme égalité et utilisé le fait que la fometde
distribution d’équilibre est nulle aux bornes dégtation.

En faisant le développement limk&/w>>1 indiqué, il vient :

2 2
I (w/k) = k—<;> _k <1+ 2kv/ w+ 3kV? | w?® + >
W

W \Q-kviw?]| o

Grace au développement limité on n’a plus de pdldémominateur et I'intégrale (ou la moyenne) ést b
définie : dans un milieu & repos (ou la vitesse enog est nulle), il reste donc finalement, eth<= Vi, :

I(w/k):§[1+3k 2 o +]

Ce qui fournit I'équation de dispersion :
2 2,,2
1 —%I(w,k) =0= w® =}, [1 +3kw#+ ] ~ whe + 3k* Vi,

Les deux premiers termes du développement pernedtarc de retrouver le résultat fluide, avec une
valeur y = 3 déterminée ici de fagon auto-consistante (adpren devait la poser de fagon arbitraire dans le
calcul fluide, voir le chapitre 5). Néanmoins, ésultat reste incomplet : il lui manque I'effet péle existant
dans l'intégrale.

v

Figure 7. Le plasma répond de facgon fluide lorstpueitesse de phase de
'onde est grande par rapport aux vitesses desipalgs

Remarque: Dans le calcul fluide on a trouvé ce résultatf@sant I'hypothése que les compression et
décompression de I'onde étaient de type adiabafifueOn voit ici que ce résultat est valable dargmite des
vitesses de phase grandes par rapport a la vitgsisgie des particules, la vitesse thermique. Lagpnation
adiabatique est donc valable pdupetit devantwVy,. Commew~aw. , cela revient & écrife<< 1/Ape (grandes
longueurs d'onde devant la longueur de Debye).

3. CALCUL DES MODES PROPRES CINETIQUES

Pour fixer les idées, nous ne présentons ici (commeédemment) que les calculs pour un probléme “
conditions initiale®, i.e. un probléeme dans lequel on cherche I'évolutiompterelle du systéme, la forme
spatiale étant imposée eff‘ (aveck rée). Ceci est équivalent en pratique a ce qu’on dans la section 1b,
pour ce qui concerne I'évolution spatiale, et a@erespond formellement a prendre la transforméeadeier du
systeme. Par contre pour I'évolution temporelledbBoses sont un peu plus compliquées parce qolosidere
qgue le systeme admet une fréquence complexe. Ruiier @ison on est amené a prendre la transforraée d
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Laplace c’est a dire qu’on va toujours faire I'hyipése d’'une évolution de type exponentiel poupledes, mais
avec une fréquence complexe, et que le problen@épandre de la condition initiale en temps. On &eod
résoudre une intégrale dans le plan complexe setorchemin qui est imposé par les définitions de la
transformée de Laplace. C'est Landau qui a étudiéétail ce probleme et identifié le chemin qualuf
considérer, qu’on note chemin de Landau (CL). Bdus de détail sur les transformées de Fourieedtaplace
vous pouvez voir I'appendicd.e résultat du traitement mathématique détaillé dbappendice est le suivant :
on peut généraliser les résultats de la méthodssalme (section 1b) avec une fréquence complexs,ihfaut
bien spécifier le chemin d’intégration dans lerplaomplexe selon la prescription de Landau, de tielton que
l'intégrale qu’on va devoir résoudre soit bien aédi

(N.B. On pourrait traiter de fagon similaire un Ipeme “aux conditions limites spatiales” (recherdeela
variation spatiale avec une variation temporellpasée e '“) ou, un peu plus difficilement, des problémes a
conditions mixtes).

a) Calcul des modes cinétiques : amortissement etahsité cinétiques (pour << )

On reprend donc le résultat de la section 1b, poeronde électrostatique haute fréquence (aveoriss
immobiles), et le mode cinétique du systéme ent@resst donnée par la solution de la relationidpatsion

2 2
D(w,k) =|1-—= jdvav(ff’) =1-2 P (wik)
k’ms, J~ v-wlk K2

aved (w/k) = J.dvm
o v—wlk

Ici on admet que la fréquence est complexea+ «; et I'indice CL indique le chemin de Landau.

En général on est intéressé a des solutions typge gui se propage et faiblement amortie ou amplifoér
c’est le type de solution qui va étre excité lesphaturellement dans le systéme et qui va exister ges temps
longs. Dans ce cag << « (cas peu amorti ou peu amplifié) et la valeur téndel est (formule de Plemel;, voir
appendice) :

9,(f,)/ng .
l(w/k):PJ dv%ﬂﬂav(fo)/nokzwr,k -

ou le premier terme est [zartie principalede l'intégrale et est doméel Le second est la partie imaginaire du
résultat et on voit qu'il est proportionnel a laidée de la fonction de distribution d'ordre zérove= ip/k. Ce
second terme, dans I'hypothése considérée, do& B&aucoup plus petit que le premier (qui détermine
approximativement la valeur dg a lui seul). La formule encadrée (équation (3)ed de résoudre l'intégrale,
car elle donne la solution dieselon le chemin d’intégration de Landau, dangété « << @ .

C'est le second termiee. la partie imaginaire de qui fait qu'il n'existe plus de solution réellé&nuation de
dispersion et qui fixe le signe dg. On retrouve bien les résultats obtenus précédemnpoair I'effet Landau :

- Pour une fonction de distribution toujours déssante (telle qu'une maxwellienne), cette dérivete e
négative et on montre que les effets cinétiquemmnt toujours unéécroissancale I'onde.

- Pour une fonction de distribution non monotonesience d’'une pente positive), il existe une pfubs}
pour que la solutioreg/k de I'équation de dispersion se situe dans uneeparissante de la fonction de

distribution ; dans ce cas, le plasma est « cinétigent instable ».

b) Cas particulier d'une distribution § maxwellienne

Le cas particulier ot la fonction de distributidp est maxwellienne reste toujours important. Il est
abondamment documenté et dans ce cas, on écritatgmeént I'équation de dispersion a l'aide de tetion de
Fried et Cont&Z($) définie par I'intégrale dans le demi-plgr> O :
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Z(g)s%j dx j_ pour§ > 0,

et par sonprolongement analytiquedans le demi-plar§ < 0 (introduisanti 7z fois la dérivée de la fonction
maxwellienne au pble comme précédemment). Cettetifon est étroitement reliée a une autre fonction
mathématique connue, la fonction d'erreur (Erfledret Conte ont tabulé la foncti@(é) en 1961, En I'utilisant,
I'équation de dispersion cinétique de l'oscillatiienplasma s'écriZ{ étant la dérivée d&):

2 _ .2 z2—1 —
w" = Wl °Z'(€) avecé = Torme

c) Résonances cyclotron

Les effets cinétiques que nous venons d'étudier ciam a un type de résonance qu'on appefisohance
Landau' ou "résonancé&erenkoV. lls correspondent a la singularité qui appadaia vitesser = a/k. Dans un
plasma magnétisé, un calcul plus complet montrecgtie résonance n'est pas la seule. Il existerésmance
pour toutes les vitessgeg dont la composante paralléle vérifie :

w-nw
Ky

La résonance Landau n'est que la résonance doédvede cette série. Les autres sont appetéssriances
cyclotror'. La résonance Landau concerne une interactiore éatchamp électrique paralléle et le mouvement
parallele des particules. Toutes les autres coroerhes interactions entre le champ électriquegpetipulaire et
le mouvement perpendiculaire des particules (ataten présence de champ magnétique.

Vv =

d) L’effet Landau pour les ondes plasma

On est maintenant en mesure de calculer la relagodispersion compléte pour les ondes plasma.&n v

prendre ici le cas ou la fonction d’équilibre eseunaxwelliennefy(v) :\/ ! ex;{— v J
the

Ne

Selon ce qu’'on a vu dans les sections précédesites,utilise I'équation (3), la relation de dispien est donnée
par

_ a;pe a;pe v(fo)/no a;pe
D(wk) =1-—— I (a/ K) =1- 2 Jd N—— 5(f )/n0|

v:ag/k

Pour alléger les calculs on considére la limsit& >> vipe. On verra a posteriori que la conditian<< ¢ pour
les ondes plasma implique cette limite. On consiggemiérement la partie principale de l'intégratepn fait
une intégration par parties.

g Ou(fo)/no _fo
v-awlk g

+P| dv—To/Mo_ p[ gy foMo

g (v-wlk)? (v-wlk)?

—00

La contribution a l'intégrale par les particuleeawitesser>>vy, est faible a cause de I'exponentielle donc on
peut considérer que dans l'intégrale la limitkk >> vy, implique a/k >>v et faire un développement limité
(N.B. le lecteur intéressé pourra faire le mémewdasans développement limité avec la fonction dedret
Conte).

24 Eried and Conte, The plasma dispersion functio6119
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PJdV—f”/nO =K gy folqh kv gk
v-wlk)? @ Ny w W

Avec cette forme on peut calculer facilement latieh de dispersion en intégrant :

w2

2VIek
1- a)pe 1+ 3kae +I\/;a)e h _o
W’ 4 2 k Ve

Pour résoudre la relation de dispersion on remplasey+i ¢ et on fait un développement limité pauwk< @,
en plus comme on est dans la limitey,J/ w<< 1 on peut considérer que ~ « quand il apparait dans des
termes qui sont déja petits. On a donc :

1- a)zpe (1_'_3 k2V2the _H\/ZT(wr +icq)e 2Vnd2
(e +icq)2L (@ +ic)? 2k Vihe

2

9
2V21hé(2
~1_w229(1 M Jl 3% ”ﬂes—z
w a cq 2 K Ve

La solution de la partie réelle et de la partiegmaire de cette équation nous permet de calcalpaitie réelle
et imaginaire de la fréquence pour krdonné et donc de trouver la relation de disperstola valeur de
'amortissement :

2

w} (dzpe(l*':gkzv thE\J (Uzpe 1+3k2v t2he @
o Wpe

@’ 3

T CUZpe o e 2vind 2

=== 5
“ 8 k2 k V3the ()

On retrouve bien donc la relation de dispersioiéuet une partie imaginaire négative (due a fetgaégative
de la maxwellienne) ce qui correspond a un amerigst de I'onde. L’expression du champ électrigas d

ondes plasma ou ondes de Langmuir est donc finaledwnnée pa, = E; e /1" avecy =| w!. On

peut facilement vérifier que ce résultat est idpr au calcul de 'amortissement Landau par urdeglasma
électronique développé dans la section 2d. On igédflissi a posteriori que notre calcul est cohérent
kvind w<< 1, en effet si cette inégalité est vérifié onaaaussi w<< « (car 'exponentielle est dominante et trés
petite pourkvy,d w<< 1).

e) L’effet Landau, cas général.

On peut résumer nos résultats pour le cas géngrdisant que, une fois qu'on a trouvé une équadien
dispersiorD(,k) =0, dans la limitecy << ¢ on peut toujours écrire

D(w, k) = D(aw} k)+|mM

ol le premier terme a une partie réelle et une igartimaginaire, c'est-a-dire
D(wr'k) = Dr(wrik)+iDi(wr*k)-

La solution de I'équation de dispersion est donerde par
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D, (& ,K) =0
ol on a négligé des termes d'ordeg/()? et par

D, (¢4.K)

=T, (@ k)0

On peut appliquer cette formule au cas des ondesstiques-ioniques. Connaissant la solution flujdeir
chapitre 5) on sait que ces ondes sont caractsrise vy, <I <vy. Dans cette limite, on obtient la relation

de dispersion (les calculs sont détaillés danaléscorrectifs) :

D(wk)=1- “j;‘ [1+ ES

1 a?p. a?
= ]+k2 e 0, (fa) /M, * 0,(foe) Mol -,y =0
Pour arriver a cette formule on a utilisé deux famts d’équilibre pour les ions et les électrorexmelliennes :

1 v2 1 Ve
fo(v) = exp(— ]et foi (V) = exp(— J .
° \/ 27%%the 2Vt2he y \/ 278 i 2Vt2hi

Cette relation nous permet d’identifier la fréquepcopre et 'amortissement Landau des ondes dqoest
ioniques.

1- C(]Zpi (14_ 3k2vthi2]+ ” 1 -0

wrz wrz 2025,
2.2
afr = K kcgorjTr OUCsO_E ©)
k®Ppe+ Te m
K2R a? af-
O s o L S TN YUSTM

B [gfz _ 7T \/E
et T ) T 2Ry Im ®

On voit que la conditiorry << est satisfaite seulement Bi<< ZT,, ce qui nous donne une condition
d’existence des ondes acoustiques ioniques. Orgligéde terme 3; /T, pour la partie réelle de la fréquence
dans les calculs d’amortissement de I'onde. On rgo® aussi qu'on a deux termes qui vont contritauer
I'amortissement des ondes acoustiques-ioniqueprelmier est di a 'amortissement par les ionk deuxieme
a I'amortissement par les électrons, a chaque deigui rentre en compte c’est la dérivée de latfoncde
distribution des particules, évaluée a la vitessehiase de I'onde.

Pour résumer, a partir du calcul cinétique oniffesti’'une part les équations de fermeture utilsspeur le
calcul fluide (ou mieux on voit dans quelle limites hypothéses sont valables), et d’autre part @mire que
ces ondes sont amorties par l'interaction aveg#asicules résonnantes, et on peut calculer le setypique
d’amortissement, 1.

Comme anticipé, nos calculs, et le concept mémpd# dans un plasma ne sont cohérents que sidies on
sont faiblement amorties i.e. i << @ cette contrainte nous permet donc de définir texlitions d’existence
des ondes dans un plasma.

97



APPENDICE A. TRANSFORMEE DE L APLACE pour le calcul des modes cinétiques

Repartant du systeme d'équations de Vlasov-Maxweifi, obtient cette fois le systeme suivant ou
Ei= Eq(t,k)é* et on indique paE;(wk) la transformée de Laplace &gt,k); on utilise les mémes notations pour
fl .

edy(fo)

(v - wlk)fy(wk) = El(w,k)+%

e

E,(w,k) = - N (w, k) avec n; = J dvf,(v)

0

ou f°(v) est la perturbation initiale de la fonction detdigition. Le résultat est trés similaire a ce qutouvé
précédemment, mais la résolution demande un peudfdttention.

__ed,(f,) f°(v)
f(@.k) = ikm(v - w/k) Blwk) 271(v - w/ k)
_eEi(@k) [ 0,(f) e f(v)
Sl e ey JL(v—a)/k)dv ikeoizn(v—w/k)

Ou l'intégrale est calculée suivant le contour dadau (CL), qui sera précisé dans la suite.
La solution de ce systéme donne donc

2

0
1- e Idv av(fo) E. = € Idv f1 (V)

K2me, 3 v-w/k | ' ke, 27(v-w/k)

CL CL

Toute solution se calcule alors pdur 0 comme une transformée de Laplace inverse tuf@me de l'intégrale
suivante (écrite ici pour la perturbation de électe) :

OuD(wk) est donné par :

e’ jdVOV(fO) -
kzmgOCL v - wlk

d,(f,)/n
aved (w/k) = Ide
CL

2
w pe
D(wk) =|1- 1-—2 1 (wlk)

v - wlk

de telle fagon qu’on retrouve la méme forme quelapitre 1b, mais avec maintenant une choix de chpour

l'intégrale. La transformation de Laplace inversaide donc la perturbatidfy(t) comme une intégrale sugn’
. . T 3 ! . . . .

d’un intégrant qui dépend de la perturbation |tet|afo (v) et qui posséde dgdles(complexes) en raison du

dénominateuD. On peut prouver que dans la limite ou le tempst grand cette expression Beprends une
forme beaucoup plus simple. En effet pour des tdomgs on aura tout simplement

E(tk) =) E e
j

ou wj satisfaitD(w; ,k) =0

On voit donc que la solution naive de la sectioregbcorrecte, si on défini un chemin pour laotéton
de l'intégrale I(@/k), et si on admet des fréquences complexes.

L’équation de dispersiomles modes cinétiques est donc en fait de la f@m®, avec :
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Dh(w,-,k)=1—“’:pe 0 (@, 1K)

ou I, est une fonction holomorphe qui efgale a | pour &y >0 mais qui est égale a s@nolongement
analytique pour le demi-plan complexe inférieur (solutions oaties dans un plasma stable):

I (w/K) = J d\wumv(fo)/m

v=wlk

poura <0

Ce prolongement analytique peut s'obtenir en déformancontour d'intégration de l'intégrale sur les
vitesses, i.e. en remplagant I'axe réel par un oantcomplexe passant en dessouscadle: le contour de
Landau

Dans le casy << 4 (cas peu amorti ou peu amplifié) le chemin d’inédign est fait sur un demi-cercle,
dans ce cas on a que la valeur limitd dst (formule de Plemelj) :

3, (f,)/
Ih(a)/k)zPJ dVM+inav(f0)/no|

V- wlk v=a Tk

C’est cette formule qu’on utilise dans le texte ipfaire les calculs.
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APPENDICE B : METHODE DE L ANDAU-L APLACE DE RECHERCHE DES MODES PROPRES

Revenons maintenant sur la méthode de résolutitiséet dans le cas fluide et dans la section 1 pour
'analyser plus précisément et étudier comment eut o généraliser a un systeme comportant ungitiafde
modes propres. On verra que la bonne généralisatingsiste a utiliser la transformée de Laplacer Hustrer
cette discussion trés générale nous utiliseronsxemple trés simple d’oscillateurs couplés pouuéd@ucune
des méthodes envisagées ne pose de difficultéitpehn

Le systéme est constitué de deux masses identiguesn, = m suspendues par deux ressorts de mémes
raideursk; = k; =k & une barre sans masse contrainte a rester htaigpoet ensemble étant lui-méme suspendu
a un point fixe par un ressort de raid&urCe petit modéele mene a un systéme différentiepkd, mais il a aussi
l'intérét d'illustrer un probléme physique qui noimgéresse : le couplage de plusieurs oscillatélgmentaires
par un oscillateur global (similaire au couplags di#esses de particules individuelles par un chaoifectif).
Considérer que les deux oscillateurs élémentamas identiques méne a des calculs plus simplesnisa en
équation du probléme est présentée sur la figure 8.

Systeme de deux oscillateurs couplés

Mouvements uniquement suivant z

m m

Equilibre de la barre supposée sans masse :

k

Z=a(z +2,), aveca =
(n+2)) K+ K

Equations du mouvement des 2 oscillateurs :

avecws = k/m

7+ (- a)wdz = awdz,
7+ (- a)wizy, =awly

Figure 8

a) Analyse de la méthode classique

Revenons au cas général d'un systérNedagrés de liberté. Une fois les équations physigaeites, on obtient
un systéme d’équations différentielles faisantriveair les fonctionsg,, z, etc..zy et leurs dérivées successives
par rapport au temps. On cherche alors des sofutions la forme(t) = zexp'“. En reportant dans le systéme
d’équations différentielles, on obtient un systédiéguations linéaire et homogéne qui fait intervemiet les

paramétres du systéme, ainsi que les fonctionsizo€dt mettre ce systéme sous la forme&=0 . Il "acdon
une solution non triviale que si le déterminantaenatrice M est nul. La résolution de I'équatidatﬁ =0
permet d'obtenir les modes propres sous la formé&\ daleurs dew auxquelles sont associées des vecteurs

propresz,, pour un systéme qui ne fait intervenir que da¥véés premiéres [ s'il fait intervenir les dérivées
secondes, etc...)
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La solution du systéme différentiel de départ miutc s’écrire finalement :

2(t) = apz,ei %t
n

Les constantes, traduisent le fait que la solution générale et combinaison linéaire des modes propres du
systeme. Elles sont déterminées a partir des donsdiinitiales données pour le probléme particutjaion
étudie. L'illustration dans le cas des oscillatezoaplés est donnée sur la figure 9.

Résolution par la méthode classique
Z(t) = zg expiat)
z=-iaz
?=-w?z

Systéme d'équations :

w? - (L-a)a? awi |:Zl:|:0
awp W -1-a)a2 || 2

Modes propres : w=*a,etz+2,=0
w=*J1-2a0 w, etzj -z, =0
z(t) = ae it 4+ petiant 4 cgriapVil-2at 4 ggtianV1-2at

Solution générale : _ _ _ _
zz(t) = —ge Wt —pgtiwnt + cgriapvi-2at 4 getiapvi-2at

Solution pour :z (0) = z,(0) = 2 etz (0) =2,(0) =0

7(t)=2(t) = %(e—iwwl—h?ft + e+iwo@t)

Figure 9
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Résolution par la transformation de Fourier

Systeme d'équations :

@? - (1-a)w? aw? |:21:|:0
acw? wW?-(1-a)af || 22

Résolution : Z, (@) = 2,0(e - &)
(avec les mémes fréquenags: tw, etxl-2a w)
Transformée de Fourier inverse :

+00 . +o00 . .
Z,(t) :j dw Z(w)e '@t :f dw z,0(w-wy)e '@t = z,e7 @t

Solution générale :

zl(t) = ge i@t + petiant + caiwpVi-2at 4 ggtiagV1-2at

(1) = —ge it —patiant 4 cgmiapVi-2at 4 gatiwgy1-2at
Solution pour z; (0) =z, (0) = z5 etz (0) =z, (0) =0 :

Zl(t) = Zz(t) :%(e_iwo\/l_zat +e+ia)0\/1—2at)

Figure 10
b) Résolution par transformée de Fourier

On peut se demander si la méthode qui vient difte étre établie en utilisant la transformée derieo.
+0o0 )
Rappelons tout d’abord la définition de la transfée de Fourier Z(w) = TF(z(t)) = Zi J At)eddt
T

+00
La transformée inverse se calcule paf,(t) = ji(w)e‘i“da)

—00

Clairement I'application au systéme différentieloatit au méme systéme que précédemment. Sa résoluti
consiste a trouver les fonctiorg, («)  qui vérifient Jstéme. On voit qu'on peut les mettre sous la forme

Zp(w) = Z90(e — &p) -

Pour trouver les modes propres en fonction du teihfaait inverser la transformée :

+o0o
Zn(t) = [ Zod(w-awy)e 4 daw= Zoe e

—00

Le calcul fait dans la méthode classique était dbien une transformée de Fourier, mais, si on le fa
rigoureusement, il fait intervenir les distributiorDe plus dans I'exemple montré ici il y a un nmviini de
modes et donc une somme discréte. Dans le cas rddumbre de modes infini, le probléme devient
mathématiquement difficile. Nous allons voir pantte que la transformée de Laplace aboutit au mésdtat
dans les cas simples mais est beaucoup plus éagidméraliser.
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¢) Résolution par la transformée de Laplace

La définition de la transformée de Laplace resseraldelle de Fourier

7(w) = TL(z()) = %1 jw A “dt
0

L'expression de la transformation de Laplace ireverst :
Z(t) :J dw Z(w)e ™™
C

ou le contoulC a n'importe quelle forme pourvu qu'il passe austissde tous les poles dga)

On voit que la transformée de Laplace ressemblglé de Fourier a deux nuances prés : l'intégradstn
calculée que pour les temps positifs et la frégegmeut étre complexe, mais sa partie imaginairé &toe
supérieure a tous les poles daw)

La conséquence de cette définition est que lesittomsl initiales interviennent dans le calcul désidées.

En intégrant par parties la transformée de la dériv on trouve: E(@z—ia’i(@—% et
z = 2(0),. .z
A=A ()~ 2 L+ 05D

En appliquant cette transformée au systéme de ti@pmaconstate donc qu’on obtient cette fois unésye avec
second membreM @=A , le vecteur du second membrerantitées conditions initiales.

-1 __

Ce systéme se résout ez =M A (voir la résolution pexemple des oscillateurs sur la figure 8). On
constate qu'on retrouve les pulsations propres/&es par les méthodes précédentes sous formeete pol

Il ne reste plus qu'a calculer la transformée isegvour obteniz en fonction du temps.

On voit que, sous cette forme, le résultat se ptéssomme une superposition de solutions monochiques a
fréquences complexes, mais que celles-ci sont etbreinfini (intégrale continue), les différenteéduences
étant prises le long d’'un conto@rdont le choix comporte un certain arbitraire. Poarchoix quelconque du
contour, la méthode ne méne donc pas a une expnesisiple de la solution générale ; mais il exigtechoix
de contour particulier qui permet effectivementxgieémer l'intégrale de facon simple ; il suffit, pole
comprendre, d’avoir quelques connaissances deshadéntégration des fonctions complexes, en patigr sur
la méthode des résidus. Ce choix de contour est gadsenté sur la figure 12 dans le cas particglig illustre
notre propos.
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Résolution par la transformation de Laplace

. o |- (-a)ws awi 7)_[A
Systéme d'équations : [ R ° W2 — (1:’67)&%}{2;} = [AJ
27 = iw (0) — 4 (0)
e 2, = i62,0) - 2,00
3 = A-A 1 + A+A 1
i o 2 o -dk 2 W -(1-2a)ak
Résolution : - A-A 1 CAEA 1

2 W -df 2 o - (1-2m)ak

Transformée de Laplace inversgt) :j dw Z(w)e @t = -2y res(a,)e %t
C n

Calcul des résidus :

reS(Zl,wO) = lim (w_CUO)zl(CU)z lim Al(w)_AZ(w) 1 :AEI.(wO)_AZ(wO) 1
R w- 2 W+ w, 2 A,

_Aa) - Alwn) 1

res(z,~p) = R

_ Al(apvl-2a) - Ay (apvl-2a) 1
, 1-2a) =
res(z, apv1-2a) > 2, e
__A(-apvl-2a) - A(-apvl-2a) 1
~apV1-20) = -
fesla,~ehv1=27) 2 2o -2

Solution générale :

z(t)=-2 Aah) = Ao(@h) 1 it - AW = A(C0h) 1 gt 4
2 A, 2 ey,

=2 ,{_ A@) = Po(@) 1 iaag , ACE) = A h) 1 siay +]

2 4, 2 4,
. _ _ . - _ . _ iCdZO _ iCdZO
Solution pourz (0) = z,(0) = g etz (0) =2,(0) =0 soit A (w) e A (w) =

Zl(t) = Zz(t) :%(e_i%\/l_zat +e+i(4)0 l—ZGt)

Figure 11.

Les parties verticales du contour ainsi choisi @mtnune contribution nulle a I'intégrale puisquesll
s'annulent deux a deux (on peut les choisir aussiies que I'on veut et la fonction est continuks) partie
horizontale tend également vers zéro (poor0) si on fait tendrewy vers —co puisque l'argument de
'exponentielle complexe varie commat ; il ne redtec que la contribution des cercles entourantjeda
pble, c'est a dire :
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z2(t) = -2y e’

ou lesr, sont les facteurs multiplicatifs (résidus) qui stent devant les différents pdles dfy) et qui

s’expriment de fagon simple en fonction Alg et A,, (les valeurs dé\

et A, pour w= «). Ces coefficients,

montrent comment les différents modes sont exeiéf®nction des conditions initiales.

Sous cette forme, la solution générale apparait doen, comme dans les deux méthodes précédentes,
comme une combinaison linéaire de solutions morwuhtiques, les coefficients de cette combinaisamtét

déterminés par les conditions initiales du probléme

Il est & remarquer que les pdles, dans I'exemmeepité, sont situés sur I'axe réel. Ceci corresgodds
modes propres purement oscillatoires, sans amemisst. La réalité des poles est une propriété trés gémér
elle est respectée pour tous les systemesdissipatifs et stablea condition qu'ils aient unombre fini de degrés
de liberté Ceci constitue la raison fondamentale du suceetadnéthode classique dans le cas des systemes
fluides, puisque ceux-ci vérifient bien ces crigerd I'opposé, I'échec de cette méthode en thécinétique

provient du nombre infini de degrés de liberté existe alors.

A

T2 o Yo rnoN1- 20
NPANS AN >
C
> . > - >

Figure 12. Contour d’intégration pour la transforti@n de Laplace inverse
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CHAPITRE 7 ONDES DE CHOC ET DISCONTINUITES

L'onde de choc est un phénoméne bien conmns les gaz neutres. On s
gu’elle se produit, par exemple, devant un aviohvple & une vitesse supérieure
la vitesse du son par rapport a I'air. Le phénomeeet se produire également de
les plasmas, de maniere trés semblable. Grace aplage wi existe entre matiér
et champs électromagnétiques, une grande variétdistmntinuités peut exister
plusieurs sortes de chocs, et aussi d’autres tglgediscontinuités qui ne sont
des chocs. Toutes ces discontinuités ont en conudauconstituerdes frontiéres
minces qui séparent deux régions de caractéristigliéérentes, tous les paramét
subissant un saut entre 'amont et I'aval de lacdistinuité. La premiére partie de
chapitre va montrer des exemples de chocs et derdiauités. Lesuite du chapitre
(optionnelle) analysera les conditions d'existerde telles frontiéres et établil
leurs principales propriété

1. Quelques exemples de chocs et de discontinu

Des chocssont observés en astrophysique. La figure 1 main exemple d’'onde de choc observée
astrophysique dans la nébuleuse d’Orion. L'arc hguk trés brillant est un choc cosmique qui mesuargron
une demie annélenmiéere de large. En trois dimensions la structuta forme d’'un bol. Ce type de structiest
observé quand on a deux milieux avec des vitesagslifférentes qui se rencontr

Figure 1. La nébuleuse d’'Orion (photo Hubble Spaiekescope, NASA

Beaucoup plus proche de nous il existe une strec®@mblableLe vent solair&mis par leSoleil, est freiné
brutalement par une onde de choc avant dndre la magnétosphére terrestre. Cette onde de rebet pas
observable dans le visible comme la précédentes el a été mise en évidence par les mesures fateles
différents sateites qui sont en orbite autour de la Terre. Larig@ montre un schéma de principe d¢
magnétosphére sur lequel on voit la forme parabelidu choc. La figure 3 montre un exemple de mesyueé
mettent clairement en évidence I'existence d’'unc : onobserve un saut dans la valeur de la densité &t ld
valeur du champ magnétique. Il faut remarquer adiglure 2 que la magnétosphere est séparée disukaite
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par deux frontieres successives ; 'onde de chaaneont et la magnétopause en aval. Comme son firaiglie

la magnétopause est la frontiere magnétique dealgnétosphére ;

I'endroit ou le champ lié au vetais®

rencontre celui qui est lié & la Terre. Le chargpdlila Terre est approximativement dipolaire quamest prés
de la Terre, mais il est fortement modifié préslalenagnétopause, écrasé par la pression dynamigwerd
solaire. Physiquement quelle est la nature de lgnétapause, c’est une discontinuité qui n'est pashoc. Le
plus souvent une discontinuité tangentielle outimtaelle. On constate donc qu'il faut deux disdauités pour
passer des conditions du vent solaire & cellea debnétosphére.

GETP /PR / comagnsto - January 18, 16:4, 2001

January 16, 2001 - T02:00 Tsyganenko 87 - version exshor lkp=4 coor=gsm
0 T : - -
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Figure 2. Schéma montrant la magnétosphere deeeTk faut imaginer le Soleil trés loin vers la
gauche, le vent solaire transporte les lignes dengh magnétique liées au Soleil. En partant de lacha on
rencontre d’abord I'onde de choc puis la magnétagggavant les régions internes de la magnétosphere.

tracé des lignes de champ internes a la magnétospe fait a partir du modéle semi-empirique de
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Figure 3. Données du satellite Cluster 3 (ESA)partant du haut, la densité, le module du champ
magnétique et les 3 composantes du champ. Onlaw#ément un choc un peu aprés 9 :10. On voit guehloc
a pour effet de comprimer le plasma et donc d’augerda densité et le champ magnétique.
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On peut se demander pourquoi, alors que dans uneére il n'existe qu’'une seule sorte de discaiiti les
chocs. Dans un gaz neutre, l'information sur laspnée d’'un obstacle se transmet via les ondes tigoes,
dans un plasma on a vu précédemment qu'il y a debreux modes de propagation des ondes. Cette citdple
se retrouve dans la variété des solutions quientign termes de discontinuités.

On sait que dans un fluide neutre derriere le ¢hp@ une zone de forte turbulence. Dans un ptasm
observe la méme chose. On peut constater surdeefigjla présence de fluctuations magnétiques itapt@s en
aval du choc. Une simulation numérique globale’idéetaction vent solaire magnétosphére met enehdd le
méme phénomene (Figure 4).

Figure 4. Simulation numérique du choc de la Temaeduite avec le code Vlasiatdnt{p://vlasiator.fmi.fij. Il
s’agit d’'un code hybride qui décrit les ions grécééquation de Vlasov et les électrons comme widdl Le
cercle blanc est la limite de la simulation et Hedl est a droite.

La figure 5 illustre le fait qu'on peut aussi pradudes chocs dans les plasmas de laboratoireofisle
plus souvent créés par laser ou par un jet de plasthmuelquefois pour reproduire les chocs obseevés
astrophysique.

Choc retour

Jet de plasma

Figure 5. Observation en laboratoire de la formatid'un choc par I'interaction d’un jet de plasmaeav
un solide : schéma de I'expérience a gauche, inmdigenue par radiographie en rayons X a droite (An8zzi
Mounaix).

2. Existence des discontinuités*
a) Absence de gradient stationnaire

On considere dans un premier temps, un fluide egattiabatique (on suppose¥@’= cste, avey = 5/3).
On suppose que ce fluide se dirige vers ¥egositifs. Si on place un obstacle dans ce flogllguforme
stationnaire I'écoulement autour de cet obstaclg-ip@rendre? La vitesse, du fluide devant s'annuler sur
l'obstacle, on cherche en particulier dans queleslitions ce ralentissement, entre la conditionité a gauche
Vy =V, et la condition limite a droite, = 0, peut étre continu et quand il doit se faire Ipatermédiaire d'une

discontinuité.
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En réduisant, pour simplifier, ce probléme a unslesalimension X), plusieurs résultats intéressants
peuvent étre établis de fagon simple. On part pela du systeme d’équations fluides :

{atp + 0x(pvy) = 0
p0.v, + pv, 0, (V) + 0, (p) =0

En tenant compte entpeet p et de la définition de la vitesse du san= §£ , on peut démontrer les relations
Yo,

différentielles suivantesdp = 3pdcg/c etdp = 5pdcg/c;.

Le systeme se met alors sous la forme suivante :

{3(0‘1 V05 )(cs)+ e d,(vy) =0
(dt + VXdX )(VX ) + 3CSdX(CS) O

Cherchons d'abord s'il existe des solutions «stagires » au systéme ci-dessus (avec une dérivéelle
par rapport au temps nulle). On admettra que desiaas peuvent étre stationnaires dans un repgéecgnque :
si le repére ou la solution est immobile se déptade vitessey, par rapport a I'obstacle, on notera la vitesse
relative du plasma par rapport a la strucidige= v, - ¢s. Avec cette notation, le systéme s’écrit :

{gdlx”"x(cs)"' Csdx(d/x) =0
d/xé'x(d/x)"'3(:50ﬂ'x(cs): 0

La résolution endv, méne alors simplement k‘ai/f—cgjdx(d/x):o. Or, il est facile de voir que cette
équation n'a pas d'autre solutioontinueexacte que la solution trivialdvy = cste etc, = cste (uniforme). Ce

résultat non linéairement exact, dans lequel l&sei est uniforme, est évidemment incompatible avec
I'hypothése que les conditions limites sont diffées a droite et a gauche. La conclusion est dalilcnéest pas
possible de ralentir le flot en amont de I'obstgude un gradient continu qui soit stationnaire &son repére).

b) Raidissement non linéaire

Si donc un gradient & une dimension ne peut jagtaés stationnaire, cela signifie que tout gradienis
comme condition initiale va, en plus de son mouvengobal, ¢ soit s'étaler (et tendre vers la sofut
uniforme), ¢ soit se raidir (et tendre vers unediginuité).

On peut comprendre ce phénoméne en étudiant upatctisulier dit "onde simple”, qui est une extemsio
non linéaire de la notion d'onde propagative. ffispour cela de considérer des variationsvgeet decg qui

sont reliées entre elles pgr+ 3cs = cste. En faisant la somme des équations de dépavtrifie que
di. (v, +3c,)=0oud, =2, +(v,+cC,)d,.

Donc si cette condition est vérifiée partout demgdndition initiale, elle continue de I'étre auuc® du
temps. Dans ces conditions, la différence des émsatie départ montre que la propagation respémte :a

di—(vy) =0 et di_(cs) =0, aved,_ =, +(v, —C;)Iy.

Ce qui signifie que si on se donne une valgu vy, @ Un instant =t_, on retrouve cette valeur a l'instant
t =t + 3t au pointx =X, + (v - C5) &t. On peut donc en deduire simplement I'évolutiam grofil donné choisi
comme condition initiale. (Le méme raisonnemenpgligue bien sir pour le profil dg)®°.

% Le calcul présenté ici, et qui utilise la notiord’ende simple », est un exemple élémentaire d'urghade
mathématique plus générale, appelée « méthodeadastéristiques ». Celle-ci est utilisée pour réseues problemes de
propagation non linéaire (cf. Witham, 1974), c'aslire pour résoudre les systémes hyperboliquegiditons aux dérivées
partielles.
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La figure 6 illustre I'évolution d'un profil initiement sinusoidal qui vérifig, + 3cg = cste. On voit que les
gradients dans le sens de la propagation se ramdjsalors que les versants opposés s’aplatis€entpeut
remarquer aussi que la vitesse relative de projmagatr rapport au plasma est partout égate @n valeur
absolue).

On retiendra donc que le résultat linéaire indiguessierement la vitesse globale de propagatiotade
structure v,, —c,, = <V, —C¢ >, alors que les effets non-linéaires sont respdesate sa déformation, et en

particulier du raidissement de certains gradients.

¢) Formation des discontinuités

En poussant plus loin la construction ci-dessusamiverait a un résultat absurde : le profil viemta
« déferler », c’'est a dire que, dans certainesorégion trouverait trois valeurs différentes pauvitessev, au
méme point®. On est confronté & ce probléme chaque fois quer, gertains points, on peut déduire la valeur
de la vitesse a partir de plusieurs valeurs imtiatlifférentes, et que les différentes valeursvitea sont
contradictoiresOn peut dire, de facon trés générale, que c’ediype de contradiction entre conditions limites
(spatiales ou temporelles) qui est toujours la eads I'existence des discontinuitéorsqu’'un obstacle est
placé dans un écoulement supersonique par exelagleppagation idéale, en régime stationnaire, x@itidue
la vitesse limite donnée en amont reste constaatidyt vers I'aval (aucune information ne va asséz pour
« remonter » le flot) ; ceci est évidemment en i@ittion avec la présence de I'obstacle qui imposevitesse
nulle a sa surface et c’est pour cela qu'un chétraive doit nécessairement exister devant I'obstacl

Qu’est ce qui limite le raidissement d’un profilvet s'opposer au déferlement dont on vient de parlee
qui se passe en pratique, c'est que les équatloites « idéales » qui sont résolues cessent digtlables
lorsque le raidissement méne a des gradients taqg (en raison par exemple de la viscosité, n@moelle-ci
est trés petite). Ces effets non-idéaux « statioserat » le profil : le choc, dans ces conditiopparait comme
un équilibre entre effets non-linéaires (qui rasdist) et effets non-idéaux (qui s’'opposent au sa@nent). Ce
n'est d’ailleurs que grace aux effets non-idéaua upropagation peut atteindre des valeurs diffése dec
(vitesse du son locale) a l'intérieur de la struetat amener a une vitesse supersonique en amamictbc et
subsonique en aval.

Notons que les discontinuités ainsi formées sostfidmtiéres d’'autant plus fines que les effets ia@aux
comme la viscosité sont faibles. Ceci justifiedaypothése mono-dimensionnelle utilisée ci-dessaus fes
étudier. Par contre, les effets tri-dimensionnelst £n général importants pour étudier le compaoeterdu reste
du fluide. Nous n’avons considéré ici un écoulenpamtout 1-D que pour simplifier I'exposé : cecupeener a
des différences notables sur le résultat globaleRemple, 'écoulement autour d’un obstacle spju&riméene a
une onde de choc immobile dans le repéere de l'olestalors qu’un obstacle plan mene a une ondéhde gui
s’éloigne de l'obstacle (il y a accumulation de igr@ derriére le choc puisque I'écoulement n'a pas
d’échappatoire).

Notons enfin que, si les démonstrations ont étégmt&es ici pour le cas simple d’'un fluide neus,
phénoménes sont tout a fait comparables pour niteppuel autre fluide, et en particulier en MHD. dugite du
chapitre est consacrée aux discontinuités MHD.

3. ETABLISSEMENT DES EQUATIONS DE SAUT *
a) Signification des équations de saut

Une discontinuité, par définition, est une struetstationnaireet mono-dimensionnell@es quantités ne
varient essentiellement que suivant la nornmleéOn notera que cette définition ne suppose padajfrontiére
est fine, si ce n'est, éventuellement, par rappdiéchelle caractérisant I'écart a la géométranpl (rayon de
courbure par exemple). Pour les calculs, on seepdadans un repére ou la structure est immobile.

%6 Ceci ne serait pas impossible si on étudiait ledas véritable déferlement, c’est a dire si largteur calculée était
le niveau de I'eau lors de la propagation de vaguesniveau peut effectivement avoir trois valedif§érentes au méme
point. Par contre, une solution multivaluée eshlieidemment inacceptable pour une quantité corammédsse du fluide.
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Figure 6. Les courbes représentent le profil desse pour un temps donné (profil sinusoidal au $emp
initial, le plus a droite). Les fleches indiqueatdéplacement {+ c¢;) & proportionnel a la vitesse de
propagation : y .c.. Celle-ci est plus grande en valeur absolue lapést plus négatif. Sila position d’'un point
atyesty abt+d, laposition estgt (v, —¢) k. C'est ce qui provoque le raidissement du frordra de I'onde
au cours de sa propagation (vers la gauche damsgeére de la figure).

a A

a1

a

[
»

X

Figure 7. Evolution de la grandearau passage de la discontinuité

On supposera de plus que les différents paramétieignent des valeurs constantes asymptotiquedeent
part et d’autre de la discontinuité (figure 7). &edte fagon, on peut définir sans ambiguité, poutet grandeur
a, ses valeurs asymptotiques en amont et en avi deucturea; et a,, ainsi que le saut de cette grandeur
Aa = a-a. Les sauts des différents parameétres sont retitte eux par les « équations de saut ». Celleerti s
aussi appelées « équations de Rankine-Hugoniohs da gaz neutre et « équations de Rankine-Hugoniot
généralisées » en MHD. On ne s'intéresse donc pas ¢h suite a ce qui se passe a lintérieur de la
discontinuité.
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On tire les différentes équations de saut & pddg équations de conservation du systéme d'égsation
considéré, qui sera ici le systtme MHD. Les équatite la MHD idéale proviennent, les unes des é&mnsate
Maxwell, les autres d'équations de conservatioid@is : masse, impulsion, énergie (cf. chapitrellSjaut se
souvenir qu’elles n'ont la forme simple quon leabnnait que sous réserve de quelques hypothéses
simplificatrices, en particulier I'isotropie de fanction de distribution (pression scalaire), eixistence d’'une
équation de fermeture de type adiabatidigQ)=0. Nous supposerons ici queutesces hypothéses sont

vérifiéesen dehorde la couche frontiére et que seule la dernieypdatihése adiabatique) est mise en défaut a
l'intérieur de la couche. Les résultats que nolnaldémontrer de cette fagon ont une validité pduge que
celle de ces seules hypotheses, mais les jusiifitatdans le cas plus général d’un plasma an{@etreoire non
girotrope- dans la couche sont plus délicates.

Les équations de la MHD, méme I'équation d’éneogimpléte avec son flux de chaleur, peuvent towdes s
mettre sous une forme conservative (cf. appendide ghapitre 4) :

dy(a) +O.(b) =0

(Quanda est un scalaireh est un vecteur, quaral est un vecteurp est un tenseur d’ordre 2, etc...).
Puisqu’on cherche des solutions stationnairesugteadimension des équations, les équations sennhstias la
forme :

0.(b) =0=>nd,(b) =0=>d,(b,) =0

ou n est la normale a la discontinuité lgtla composante de selon cette normale. Cette équation s’intégre
simplement pour donner :

(b, -b;)=0 = NAb=0 = Ab, =0

(attention dans tout le chapit®,indique un saut, il n'a aucun rapport avec undeigin). Chaque équation du
systéme MHD permet ainsi d’établir une relatiorcdaservation a la traversée de la discontinuité.

b) Application aux équations de la MHD

L’intégration faite sur une quantigéci-dessus peut maintenant étre appliquée a tdegesquations de la
MHD. L'équation de conservation de la masse pedigablir que :

Polon = PrU1n = @y

ou lindice n indique la composante normale de la vitesse. Dendame maniére[].(B) = 0 implique la
conservation bien connue de la composante norniaddamp magnétique a la traversée de la discotéinui

Bon =B =B,

Les équations de conservation de la quantité devement et de I'énergie sont un peu plus lourdes a
manipuler ; elles permettent d’établir la conseoraties quantités :

B2 B,B,
PoUUs +| py,+—5 [n———= = =@,
2¥n24Y2 [ 2 Zﬂoj ,uo i
1 -

5 1
Epzuzunz "’E PoUn2 _IU_O[Bn(Bz-Uz)_ Bzzunz]z =D

(Les membres de droite sont identigues aux membeegauche, avec des indices 1). Pour les équations
d’énergie, il faut noter que les flux de chaleuepparaissent pas : en effet, bien qu’on les gpssés non nuls
dans la couche, le fait qu'ils soient nuls a I'eieér suffit a les faire disparaitre des équatidasaut. Pour finir,
'equation de Maxwell-Faraday (B) = -0 % (E) entraine la conservation de la composante tandjentie
champ électriqu&r; = E, = E, ce qui s'écrit, compte tenu que la loi d’'Ohm i@éast supposée vérifiée de part
et d'autre :

Un2B1s = Bpaltp =UyByp = Byury =nXEy

112



c) Le repéere de deHoffmann-Teller

On a déja dit que le repere de calcul est choisellie sorte que la discontinuité soit immobile cCiexe le
mouvement du repére selon la normale ; mais, Ibl@noe posé étant invariant pour n’'importe quebmstation
dans le plan tangent, il reste un degré de libemt&e qui concerne le mouvement tangentiel du eeptlisé.
Nous choisirons en général le repére dit dieloffmann-Tellep, du nom des premiers auteurs a I'avoir
mentionné fleHoffmann and Tellel1950]. Par définition, ce repere est celui daugiél la vitesse est paralléle
au champ magnétique, c’est a dire, grace a la@fmh idéale, le champ électrique nul. Le fait diie 0 partout
simplifie en effet notablement I'étude des discouitiés.

Pour démontrer qu’un tel repére existe, il fautbdia remarquer que dans chague milieu (amont ol), ava
le fait que la composante tangentielle du champtrideie soit nulle suffit en général & entrainee ¢pivecteur
champ électrique complet est nul :

Er=0=E=0

En effet, I'utilisation de la loi d'Ohm idéale maatque lorsquér est nul,ur et By sont nécessairement
colinéaires (tant que, etB, sont non nuls), et donc qé est nul aussi.

On sait annuler le champ électrique d'un c6té ddideontinuité (amont ou aval) par simple changdrden

repere a la vitesscEXb (cf. chapitre 2). Cela revient a ajouter & lasseedu plasma la vitesse nécessaire pour

gue la vitesse résultante soit alignée avec le phamagnétique. Puisque la composante tangentiellehdmp
électriqueE+ est conservée a la traversée de la discontintatéulation du champ électrique tangentiel d'un
c6té entraine nécessairement sa nullité de I'adt& et, d'aprés la remarque précédente, les chalepsiques
complets sont donc nuls de part et d’autre danspére considéré.

Il existe toutefois un cas ou on ne peut pas trowe repére deleHoffmann-Tellerc’est celui des
discontinuités strictement perpendiculairds= 0, ou le champ est tangentiel a la discontinudéans ces
conditions, deux cas peuvent se présenter :

e U, % 0:impossible d’annulde.
e U,=0 (discontinuité tangentielle} E+ =0, mais E, n'est en général pas nul, ni conservé a la
traverseée.

4. Différents types de discontinuités pouvant existedans un plasma

a) Solutions du systeme

On se place dans le repéred#dHoffmann-Telledéfini précédemment et on omet les indices 2 pdéger
I'écriture. L'équation de saut déduite de I'équatide conservation de l'impulsion peut se projetar Iss
directions normale et tangentielle, ce qui donne :

2

Wr%+p+2iyo=¢in
B.B

U — =L =

0

La seconde relation peut se simplifier en utilisntelation dedeHoffmann-Telleru; :B_nBT (venant de
n

nxEt = 0) et se mettre sous la forme :

2 2 2
Un — B Br :&(DiT = | Uy~ % By =|Un -~ B Brs.
#0¢m ¢m #0¢m I[JO@m

Cette relation montre qu’il existe deux types dieitsons assez différentes :

i. Le champ magnétique tangentiel garde sa directigmaasage de la discontinuité et il est détermamda
relation ci-dessus. On dit que la discontinuitésagbtenue est “coplanaire”, car les champs, et darssi
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les vitesses dans le repéredd#Hoffmann-Tellerse trouvent dans un méme plan en amont et en@wual
peut parler de « réfraction des lignes de chamgf»figure 8). Le plan commun est déterminé par la
normale et la direction du champ magnétique indidBr,;, By, ur;, Uy étant tous colinéaires). C'est ce
type de solutions qu'on appelle ddscs

T1

a b

Figure 8. Evolution du champ magnétique a la tra¢erd’'une onde de choc
(discontinuité coplanaire) (a) en projection daesllan perpendiculaire a la
discontinuité, (b) dans le plan de la discontinuiié rouge le champ amont, en vert
le champ aval
ii. Une seconde solution de I'’équation ci-dessus ctaignnuler les deux parenthéses, ce qui supfaime
contrainte sur le champ tangentiel. Dans ce cashdenp tangentiel peut tourner et la discontinaié
appelée rotationnelle (figure 9).

b) Les propriétés des discontinuités rotationnelles
Comme on vient de le voir, on a dans ce cas :
Bx

u, — =u
n nl
HoPry

Comme toutes les quantités autres guequi apparaissent dans cette expression sont caeserla
composante normale de la vitesse doit I'étre alissielation de conservation de I'impulsion normiafgplique
qgue la densité est conservée également. |l s'agitc dd’'une discontinuité qui ne s’accompagne ni d'un
ralentissement du plasma, ni d’'une compressiogucest bien différent des chocs.

T1
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Figure 9. Evolution du champ magnétique a la traéerd’une discontinuité rotationnelle (a) en préijec
dans le plan perpendiculaire a la discontinuité), glans le plan de la discontinuité. En rouge lerapeamont,
en vert le champ aval.

Dans ces conditions, la relation de conservatior'idgulsion projetée sur la direction de la normal

2
entraine la conservation qileirzi Mais en fait,p et BT2 sont conservés séparément car la relation de
Ho

conservation de I'énergie (en simplifiant les tesrgei sont d’évidence conservés) implique la coraem de :

2

5 1
pv?Tun +E pu, _Iu_o(Bn(BT-uT)_ B12'un)

En remplacant la vitesse tangentielle par son sspa en fonction du champ tangentiel, on trouve un
expression qui ne dépend plus que du module du ghangentiel au carréBT2 ; ce dernier est donc bien

conservé lui aussi. Ceci justifie encore davantageom de la discontinuité rotationnelle puisquedanposante
tangentielle du champ magnétique ne fait que suimrrotation, sans changement de module. Il ereva&mne
pour la vitesse tangentielle (dans le repérdatdoffmann-Teller

On se souviendra donc que, dans une discontiratiéannelle, les quantités suivantes sont congsrvé
Un, /0' p! BT: Un

On se souviendra également que la discontinuitétiooinelle se propage, par rapport au plasma, a la
vitesse d’Alfven le long du champ magnétique : ¢estnrien d’'autre que la forme non linéaire de den
d’Alfven torsionnelle.

c) Les chocs

Les chocs sont caractérisés par la coplanaritéhdmp magnétique (et de la vitesse dans le repére de
deHoffmann-Tellgr La résolution du systeme, en éliminant toutssvieriables sauf la vitesse normale, conduit
a une équation em, dont la solution est représentée sur la figurePur les valeurs trés grandes de la vitesse
normale incidentel,; (plus a droite que la partie de la courbe reptésesur la figure), la courbe remonte vers
une asymptote oblique de pente inférieure a 1.

Une premiére solution est la solution trivialg,= u,;: elle correspond a I'absence de discontinuitéegti
toujours solution du systéeme de départ. Les asmgions qui ont un sens physique sont cellesogtipour
effet de diminuer la vitesse normale (I'énergiedper étant dissipée dans la discontinuité) et quiespondent
donc au, <u,;. On constate donc que d’'une part toutes les @teswidentes ne donnent pas de solution et
d’'autre part qu'il y a trois familles de solutiorgnt nous allons voir qu’elles correspondent adiesontinuités
ayant des propriétés différentes.
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Chocs lents

Figure 10. Solutions de I'’équation eppour le cas des discontinuités coplanaires (chocs)
(paramétres choisis pour le calcug= 30°, £=0,8)

Les différents types de solutions sont séparédgsavitesses particuliered;, Vii, V1, indiquées sur la
figure, qui correspondent aux intersections deolarlte avec la premiéere bissectrice. La résoluttiétjuation
permet d’identifier ces vitesses particuliéres carétant les vitesses de phase dans le milieu Ectgpment
du mode lent\{;), du mode d’Alfven (ou mode « intermédiaire ¥;=Va,1) €t du mode rapidé/(;) pour une
onde qui se propagerait selon la direction de lanate a la discontinuité. Pour les modes rapidderdgs, on
peut interpréter ce résultat de la maniére suivaptar un point trés proche de I'un de ces paifitsersection
u, tend versu,y, I'écart entre les deux devenant petit, on pewéddriser les équations et il est donc normal de
retrouver les solutions du systéme linéaire.

Les solutions sont donc dénommées a partir des@oduinéaires correspondantes :

le choc lent pourVj; < uy; < Vi
le choc rapide pourV,; < Uy

Pour Vi, <u, < Vg, on qualifie la solution dechoc intermédiaire (Vs; étant la valeur supérieure
correspondant a la tangente verticale de la coutlaeyitesse/;; est la vitesse de phase du mode d’Alfven, mais
il est important de noter que la limite du cho@imtédiaire lorsquey,; tend versv;; n’est pasle mode d’Alfven
linéaire. Le mode d’Alfven est en effet la limit@éaire de la discontinuité rotationnelle et nois pa choc
intermédiaire (la polarisation de ce mode en affttbien rotationnelle et non pas coplanaire,ledpire 6). La
raison pour laquelle la fréquen¥g du mode d’Alfven apparait dans le calcul des difioaités coplanaires est
gue la rotationalité et la coplanarité ne sontgespropriétés strictement contradictoires : ifisgtie la rotation
de Bt se fasse sur exactement un demi-tour (ou un nosndier de demi-tours) pour que le champ en aval se
retrouve dans le méme plan que le champ amont. @ifieva en effet ci-dessous que, pour un choc
intermédiaire B etus se retournent (changement de signe) ; ce retowmemest manifestement pas du ressort
des variations linéaires et on notera que le chtexmédiaire constitue donc toujours, méme loragusibit un
saut infinitésimal, une solution non linéaire.

Comme nous venons de le voir, chaque choc (letgrnrédiaire, rapide) doit avoir, pour exister, une
vitesse incidentel,; supérieure a une vitesse de propagation card@{@dsyi;, i, Vi1). On pourrait vérifier de
méme gu’en aval la vitesse normalg est chaque fois plus petite que la vitesse caistitiie correspondante
(Vi2, Vi2, Vr2). On retrouve la I'équivalent d’un résultat bieonau pour les gaz neutres : la vitesse normale est
supersonigue en amont et subsonique en aval. Reuvitesses incidentes n'appartenant a aucunerdiss t
gammes définies ci-dessus, il n'existe pas de dismaité possible.
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Les trois types de chocs identifiés ci-dessus ast gropriétés différentes auxquelles on peut accénle
achevant la résolution du systéme. Une des caistié@es qui les différencie concerne la variatibnchamp
magnétique tangentiel. Les champs de part et @alitrchoc sont reliés par :

2 2 2 2 2 2
U, W Br = unl—\L1 By, ennotantVyi=—"—=—"1_y_ et \/iZ:—Bn -_Ba
Vi Vi HoPr 1u0¢m HoP iuo@m
V.2
Ung _ﬁ
soit encoreB; = F(u,)B+4, avec F(u,) :—_”21,
up, _ﬁ

C’est le facteufF qui détermine la variation du champ magnétiquen &oade montre que, pour les chocs
intermédiaires, il est négatif, ce qui signifie rbiqu’il y a retournement du champ magnétique tatigleau
passage de la discontinuité. La vitesse tangemsi reliée au champ magnétique tangentiel péaaiaur qui
ne change pas de signe, et elle subit donc le métmernement. Pour les chocs rapides et Iénest positif et
les champs tangentiels de part et d'autre sont ttatmeéme sens. En ce qui concerne le modul@&gdl
augmente ou il diminue selon que le factBuest, en valeur absolue, plus grand ou plus pedtly On peut
montrer gu'il est plus petit que 1 pour les chadermédiaires et lents (diminution de I'énergie n&tgue), et
plus grand que 1 pour les chocs rapides (augmentdé I'énergie magnétique).

On peut donc finalement résumer les propriétéshess dans le tableau suivant :

Choc lent Choc intermédiaire Choc rapide
Diminution deu,, Bt Diminution deu,, Bt Diminution deu,
Augmentation deo, p Augmentation deo, p Augmentation de, p, By

Retournement dBy, ur

d) La discontinuité tangentielle

Il s’agit d'un cas trés particulier ou le champ métigue normal est nul, en méme temps que la etess
normale. Ceci supprime toute relation entre lesnggamagnétiques tangentiels de part et d’autreejtiouvent
ainsi découplés. Il en va de méme pour les vitetmegentielles. Seule la conservation de la commesa
normale de l'impulsion fournit encore une relat@mtre 'amont et I'aval. Elle se traduit par la servation de
p + B2, c'est-a-dire de la somme des pressions cinégtjugagnétique.

Remarques :
Si u, = 0 mais Bz 0, presque toutes les variables du systéeme sorst @bligatoirement conservées. La seule
solution non triviale est alors une solution oulsment la densité et la température varient, maisetle
sorte que leur produit, la pression, reste const@rest alors ce qu'on appelle une « discontina&
contact ».
Les hypothéses inverses, 80 mais w£ 0 caractérisent un choc rapide en propagationepeipulaire ;
aucune propriété singuliere n'y est attachée.
On constate qu’'une grande partie de la discussiofasiature de la discontinuité est basée suailgtie les
composantes normales du champ magnétique ou déekses sont nulles ou pas. Cela pose un probleme
expérimental : il n’est pas toujours facile d'affier qu'une mesure est nulle. Les questions d’ifiaele de
mesure interviennent forcément.
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amortissement Landau des ondes acoustiques

ioniques, 97

amortissement Landau des ondes plasma, 96

angle d’attaque, 26

bétatron, 34

Boltzmann, 11, 18, 46, 47
boucles de piégeage, 88
ceintures de radiation, 30
centre-guide, 33

CGL, 55

champ gelé, 58, 65

choc, 54, 106, 115

cbne de perte, 40

confinement, 9, 30

confinement inertiel, 20
confinement magnétique, 20, 32
dérive, 27, 28, 31

discontinuité, 109, 110
discontinuité de contact, 117
discontinuité rotationnelle, 114
discontinuité tangentielle, 117
effet Landau, 91, 94, 96

énergie thermique, 52, 53
équation d'état, 49, 50, 53
équation de continuité, 52
équation de fermeture, 53, 59, 69
équation de Fokker-Planck, 48
équation de Vlasov, 48, 55, 85, 91, 108
équations conservatives, 64
équations de transport, 64
équations fluides, 51
especes, 56

flux de chaleur, 52

fonction de distribution, 18, 40, 43, 47
fonction de Fried et Cont, 94
force de Laplace, 60

force de pression magnétique, 60
force miroir, 30, 39

formule de Plemel;j, 94, 99
fréquence de coupure, 71, 72, 75, 82
fréquence de résonance, 74, 77, 82
fréquence hybride haute, 74
fusion, 20

gyrofréquence, 25

gyrotropie, 55

héliosphere, 22

indice, 72

| NDEX

invariant adiabatique, 32, 33
ionosphere, 7, 8, 17, 21, 22, 28, 35
ITER, 28

Landau, 94

laser, 21

lentille plasma, 73

linéarisation, 67

loi d'Ohm, 61

lois polytropes, 55

longueur de Debye, 70
magnétosphere, 22, 107
maxwellienne, 46, 47, 48, 70, 90, 94, 95
MHD, 59

miroir, 39

mode extraordinaire, 74, 75
mode ordinaire, 74, 75

moment magnétique, 33
monofluide, 60

mouvement cyclotron, 25

onde acoustique-ionique, 75, 97
onde de Langmuir, 16, 68, 70, 85
onde simple, 109

ondes d’Alfvén, 77, 78, 80, 115
ondes électrostatiques, 16
ondes plasma, 70

oscillation de plasma, 68
particules piégées, 88
particules résonnantes, 87
plasmas spatiaux, 22

point miroir, 40

polarisation, 68

population, 56

pression partielle, 51

rayon de Larmor, 25
rayonnement kilométrique terrestre, 81
reconnexion, 65, 66

relation de dispersion, 16, 68
résonance, 77, 95

Soleil, 20, 107

température cinétique, 50
tenseur des contraintes, 50
TOKAMAK, 28, 30

transformée de Laplace, 94, 98, 100, 102, 103

variations lentes, 57

vent solaire, 22

vitesse acoustique-ionique, 76
vitesse d’Alfvén, 78

vitesse de groupe, 16

z-pinch, 63

119



